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BEVEZETES
A számelmélet alaptétele szerint minden természe­
tes szám egyértelműen állítható elő prímszámok 
szorzataként. A természetes számok halmazán értel­
mezett függvényeket számelméleti, más néven arit­
metikai függvényeknek nevezzük. A számelmélet 
ezek közül azokat vizsgálja, amelyek valamilyen 
módon összefüggésben vannak a természetes 
számok multiplikativ struktúrájával, vagyis prím­
tényezős felbontásukkal.
Egy /  függvényt additívnak, egy g függvényt mul- 
tiplikatívnak nevezünk, ha az f(mn)=f(m)+f(n),  
illetve a g(mn) =  g(m)g(n) feltétel minden relatív prím 
m, n számpárra teljesül. Ha az előbbi egyenletek 
nemcsak a relatív prím párokra, hanem minden m, n 
számpárra teljesülnek, akkor az /  függvényt teljesen 
additívnak, a y  függvényt teljesen multiplikatívnak 
nevezzük. Az n szám törzstényezős (más néven 
primtényezős) felbontása legyen n = p\' . . ,p*r. Ek­
kor additív /-r e /(«) = f(p*')+ ■ ■ ■ +f(Prr\  multipli­
kativ g-re g(n) =  g(p*').. .g(p^r). Látható, hogy ezeket 
a függvényeket a prímhatványhelyeken felvett 
értékeik teljesen meghatározzák.
Egyes nevezetes aritmetikai függvények vizsgálata 
mintegy kétszáz évvel ezelőtt kezdődött. Észre­
vették, hogy az aritmetikai függvények általában 
lokálisan szabálytalanul viselkednek, hogy például 
egy additív függvénynek az n helyen felvett értéke 
alig befolyásolja az n+1 helyen felvett értékét.
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Kivételt képez azonban az f(n) =  c log n függvény, 
amely monoton, s teljesíti az f ( n + 1)—/(n )-» 0  
(n->oo) feltételt. Erdős Pál [1] 1946-ban kimutatta, 
hogy nincs más additív függvény, amely e két 
tulajdonság bármelyikével rendelkezne. Ezzel az 
észrevételével elindította a szabályos viselkedésű 
aritmetikai függvények kutatását. Az I. fejezetben 
Erdős tételének több, messzemenő általánosítását 
tárgyaljuk. A II. fejezetben azokat a multiplikativ, 
komplex értékű /  függvényeket vizsgáljuk, amelyek­
re A/(«): = f ( n +  1)— /(«)-»0 vagy ennél egy kicsit 
erősebb feltétel teljesül. A III. fejezet Daróczy 
Zoltánnak és a szerzőnek kompakt kommutatív 
csoportokba képező szabályos viselkedésű additív 
függvények karakterizációjára vonatkozó eredmé­
nyét tartalmazza.
Igyekeztünk bemutatni a bizonyítási módszerek 
sokszínűségét, az egyszerűbb kifejtés érdekében nem 
törekedtünk az elérhető legélesebb tételek bi­
zonyítására.
Dolgozatunkban a következő szokásos jelölése­
ket használjuk: N a természetes számok, Z a 
racionális egészek halmaza, Q a racionális számok 
additív csoportja; Qx a pozitív racionális számok 
multiplikativ csoportja; R a valós számok additív 
csoportja; R„ a pozitív valós számok multiplikativ 
csoportja, T az egydimenziós tórusz. A III. fejezet 
tárgyalásánál mindegyiket a szokásos topológiával 
ellátva tekintjük. Ha a, b e  N, akkor (a, b) az a és b 
számok legnagyobb közös osztóját, [a, b] a legki-
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sebb közös többszörösét jelöli. Valamely {x„} soro­
zatra
£.*„: =  .x„ + I,
A.x„ = xn+1 — xn,
Ixn: = xn.
Ha zeR , akkor ||z|| a z számnak legközelebbi 
egésztől való távolságát jelöli, c, c l5 c2, . . . ,  ha mást 
nem mondunk, alkalmas pozitív állandókat jelöl­
nek. A könnyebb áttekinthetőség kedvéért a tételek 
bizonyításának végét ■  jelöli, a közben felhasznált 
lemmák bizonyításáét pedig □ .
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I. SZABÁLYOS VISELKEDÉSŰ 
ADDITÍV FÜGGVÉNYEK
I.§. Jelölje A az IN —>■ IR additív függvények és A* a 
teljesen additív függvények halmazát. Erdős Pál 
említett tétele szerint, ha f(n) monoton vagy 
A/(n)-*0 (n-*oo) és f e  A, akkor /  csak a log 
függvény konstansszorosa lehet. Ennek a tételnek 
számos lényeges általánosítása van.
1970-ben e dolgozat írója kimutatta, Erdős egyik 
sejtését igazolva ezzel, hogy f  e  A esetén az
-  Y |A/(n) |->0 (x-*co) (I I)
X „ £*
reláció is csak az /  =  c log függvényekre teljesül [2]. 
Később ezt az állítást a gyengébb
lim inf-—* £  - |A /(n ) | =  0 (1.2)
lOg X n í x t l
feltételből is sikerült levezetnie [3],
Még tovább ment E. Wirsing német matematikus, 
bebizonyítva, hogy ha y > 0  állandóval
lim in f- X |A /(n)| = 0 (1.3)
x - a  -X x < n < ( l  +  y)x
teljesül valamely / e  A függvényre, akkor /  =  clog
[4]-
Ugyancsak Wirsing nevéhez fűződik az alábbi két 
eredmény [5]:
(a) Ha f e  A* és A/(n) =  o(log n) (n->co), akkor 
/=<■ log-
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(b) Ha f e  A és A f(n )>—K, K >  0 konstans, 
akkor f(n) =  c log n + u(n), ahol u korlátos 
additív függvény.
A szerző már 1964-ben felvetette a következő 
problémát. Adott c0, cu . . . ,  ck valós (avagy komp­
lex) állandók esetén határozzuk meg azokat az 
f e  A függvényeket, amelyekre
k
lim £  c j ( n  + i) = 0 (1.4)
n -* oo i =  0
teljesül. Sejtésként fogalmazta meg, hogy £ c , =  0 
esetén a c log alakú függvények alkotják az összes 
megoldást, L e ,# 0 esetén az egyetlen megoldás az 
f(n) =  0 (Vn e N). Mintegy 10 évvel később P.D.T.A. 
Elliottnak is, a szerzőnek is, kb. egyidőben, 
egymástól függetlenül sikerült ezt a sejtést bebi­
zonyítania. A bizonyításhoz kidolgozott módszer 
azután hatásosnak bizonyult további problémák 
megoldására. így sikerült Wirsing tételéből levezet­
ni, hogy f e  A* esetén a
k
x  Ci/(« +  i')=o(log«) (1.5)
1 =  0
feltétel csak az f = c  log függvényre teljesülhet.
Vizsgáljuk most azokat az f g e  A függvénypáro­
kat, amelyekre y(n+ 1) — f(n)-+0 (n—> oo) teljesül. A 
szerző észrevette, hogy ekkor f(n) =  g(n) (Vn e N), és 
Erdős tételével f(n) =  g(n) =  c log n (VneM). Egy­
szerű eszközökkel sikerült Wirsing tételéből levezet­
nie, hogy f g e  A*,
g(n+1) — /(«) = o(logn) (n-*oo) (1.6)
esetén f(n)-g(n) =  c log n.
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2.§. Bebizonyítjuk a következő tételt.
1. Tétel. Ha / e  A*, és
log X , o  n
(1.7)
Bizonyítás. Legyen
< / »  =  max \Af(n+j)  | + .
j  = 0.... u
Legyen p > 2  tetszőleges egész szám, x v =  p' 
(v =  0, 1, 2 , . . .) .  Minden N természetes számhoz 
tekintsük a p-adikus kifejtését {0,1,. . , , p  —  1} =  B 
halmazbeli jegyekkel, más szóval tekintsük az
Világos, hogy x v< N  < x v+1 esetén xv_ j < N j <  
< x v+l-j. Észrevesszük továbbá, hogy bármely 
k e [xv„,, x v + 1 _y] szám pontosan p/-szer fordul elő 
Alj-ként. Mivel
f ( N 0) — \ \ H p )  =  ( f { N 0 ) — J ( p N ,)) +  (./(A/,) —/(p/V2)) + . . . +
sorozatot. Ekkor
ezért
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akkor
ahol
Ar = max |/0')|.
j  = 1 P ~ 1
Összegezzük most az előző egyenlőtlenséget az 
N e [x v,xv+1) értékekre. így az
egyenlőtlenséghez jutunk.
Adott /V-re legyen most az M0 =  N, M ,, M2, . .  . 
egész számokból álló sorozat az
l»’/ ( p ) - / ( M o ) | + < « P( M 0) + « p ( W , H - . . .  +<yp( M v. l ) +  / t p
adódik. Összegezve az M0 = /V e [x v, x v+,) egészek­
re, hasonlóan, mint az előbb,
adódik.
Minthogy |y| =  |y|+ + | —y|+, ezért a fenti két 
egyenlőtlenségből
formulával értelmezve. Legyen xv< N  < x v + 1. Ekkor 
a
egyenlőtlenségből kiindulva
Legyen q2<p.  Mivel x v + i = p x v, y fl+1= q y ll, ezért 
az (xv, xv +1) intervallum q-nak legalább két egészki- 
tevős hatványát tartalmazza. Legyen az (xv, xv + )) 
intervallumbeli legkisebb q hatvány =  a legna­
gyobb pedigg" + ' =  ^  + ,. Legyen Iv = [y„,y p +,). Mivel
y»=áOV- i<qxv,
_ i 1
yP+/——yP+i +1 —- xv+i,
9 9
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következik. Mivel , ezért
s (1.8) segítségével
ahol cp alkalmas, p-től függő állandó.
Válasszunk most p helyett egy q számot, legyen
ezért
Beláttuk tehát, hogy Iw-nek legalább f)xv+, számú 
eleme van, ahol <5 alkalmas pozitív állandó. Legyen
Figyelembe véve az (1.9), (1.10) egyenlőtlenségeket,
ezért a jobb oldal zérushoz tart. Ez csak E =  0 esetén 
lehetséges. Beláttuk tehát, hogy
(1.11)
ha p > q 2. Legyen most p és q tetszőleges. Válasszunk 
olyan nagy k egészet, amelyre pk> q 2. Ekkor (1.11) 
miatt
■ . f(P)másrészt a bal oldal megegyezik -------- vei. Ezért
log p
(1.11) minden p,q választásra fennáll, tehát f(n) =  
= clogu. Tételünket bebizonyítottuk. ■
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adódik. Az (1.7) feltételből közvetlenül következik, 
hogy
Ha (1.7) helyett a
liminf_ L E ! ^ M =0
l o g  x  „<"* n ( 1. 12)
kétoldali korlátozást tételezzük fel, akkor az f(ri) =  
=  c log n alakú függvények lesznek a megoldások az 
additív függvények körében is, vagyis érvényes a 
következő tétel.
2. Tétel. Ha f e  A, és (1.12) teljesül, akkor f(n) =  
— c log n.
Bizonyítás. Elég belátni, hogy (1.12) esetén / e A*. 
Legyen p tetszőleges prímszám, N relatív prím p- 
hez. Ekkor
f ( p l  + / ( N )  =  f (p 'N) = (f(p'N) -  f (p 'N + p)) +
Az (1.12) feltételből egyszerűen következik, hogy
l im i n f -  Y. V ” > =  0 ’ (1-14)
másrészt
X l  = x (  l - - )  +  0 ( l ) ,
N<x \  p)
<N.P>= 1
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és így 
ahol
ezért (I.13)-ból a
l / (pv) - ‘' / ( p ) | ^ i X
egyenlőtlenséghez jutunk. Alkalmas x,->oo soroza­
tot választva, (1.14)-ból J'(p')=vf(p) adódik. Ez 
pedig éppen a teljes additivitás feltétele. ■
Egy egyszerű, de meglepő általánosítás a követ­
kező.
3. Tétel. Ha f  g e A, és
liminfflog v)- ' Y )-/<«) | = 0, (1.15)
n
akkor f(n) =  g(n) =  c log n.
Bizonyítás. Legyen H(n) =  g(n)—f(n). Nyilvánva­
lóan elegendő belátni, hogy H(n) =  0. Legyen
l>(n)=y(n+ 1)-/(«),
C: = «(4)-«(2)-/(2).
Vegyük észre, hogy
y(l6/c + 12) — /(1 6/c + 10) = C + + 5), (1.16)
y(\6k + 12)—/(I6tc + 10) =
=p(l6/t +  11) —H(16/í + 1 l) + p(16(c+ 10).
(1.17)
E két egyenlőségből
C + H(16/t+ll) = <rtl6/t+ll)-M16*;+10) —,H8/t + 5) (1.18) 
következik. Legyen m = \  (mod 16) rögzített egész,
15
16/c+ 11 relatív prím m-hez. Ekkor (1.18)-ból
C  +  1 1 ) )  =  p ( m (  1 6k + 1 1 ) )  +  p(m( 1 6k + 1 1 ) —  1 )  —
és így
Innen
Mivel
ezért
alkalmas pozitív m-től függő állandóval. Alkalmas 
{.x =  x,} sorozatot választva, (1.15) miatt H(m) =  0. 
Beláttuk tehát, hogy H(m) =  0, ha m=  1 (mod 16). 
Legyenek most mt, m2 páratlan számok, m l = m 2 
(mod 16). Legyen v olyan egész, amelyre (v,m1m2)= l  
és m, v = l  (mod 16). Nyilvánvaló, hogy ilyen v 
létezik. Ekkor m2v =  1 (mod 16) is teljesül, s az előbb 
bebizonyított állítás miatt H(myv) =  0 =  H(m2v). 
Beláttuk tehát, hogy H(ml) =  H(m2). Ez azt jelenti,
16
hogy páratlan m-re H{m) értéke csak attól függ, hogy 
m mod 16 melyik maradékosztályba esik. Mivel 
H additív függvény, ez csak akkor teljesülhet, ha 
H(m) =  0 minden páratlan m egészre.
Legyen n =  1 (mod 3). Ekkor
Jelölje B,, az n =  1 (mod 3), 2°j|3n+l feltételt 
kielégítő n természetes számok halmazát. Ha n e  Ba 
(a>  1), akkor tf(3n +  2) = 0, tf(3n +  1) =  H(2X). (1.19) 
miatt
( 1.20)
Figyelembe véve, hogy
(1.20) és (1.15) segítségével H(2X) =  0 adódik. Ezért 
H(n) =  0 minden n természetes számra teljesül, 
érvényes tehát a tétel. ■
Jelölje A1/  az /  függvény /c-adik differenciáját, 
azaz A‘/(n) =  / ( n +  1) — /(«), . . . ,  Ajf(n) =  Aj lf(n). 
Határozzuk meg azokat az f e  A függvényeket, 
amelyekre a
(Hk) lim infilogx)"1 Y. n ~ '|A*/(n)| = 0
feltétel teljesül valamely k >  0 egésszel.
4. Tétel. Ha f e  A es (Hk) teljesül valamely /c>0  
egészre, akkor /(n ) =  clog n.
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Bizonyítás. Elegendő belátnunk a 2. tétel miatt, 
hogy (Hfc) fennállása esetén (Hk _,) is fennáll, ha k > 2. 
Legyen k > 2 .
Legyen
A2/(« )= /("  +  2 ) - /« ) ,
A '/(n) = A i- '/ ( «  + 2)-A Jr 7 ( n ) .
Mivel A =  E — I, A2 = £ 2- / ,  A* = (£ - /)* , A‘ =  
= (£2 —/)*, felhasználva, hogy E és / felcserélhetők,
A£ =(£  + /)“ • A* =  X A*£J,
innen
A2/< »)= .I Q  A‘/(«+7) (1.21)
adódik. Másrészt páratlan n-re
Ak2f(n )=  t  A k2f{2n  + 2j) (1.22)
j=o
fennáll. (1.22) egyszerűen bebizonyítható például k 
szerinti indukcióval.
(1.21 )-et k helyett k — 1 választással n-re és n +  1-re 
alkalmazva,
A‘r 1 / ( » +  1)-A ‘f  '/<«> =  £  ( * “ ' )  a‘/ ( « + 2) d-23)
adódik. (1.21 )-ból rögtön következik továbbá a 
|A‘2- lf{n + 2) -  A*“ ' fin) | = |A‘/(n)| <
(1.24)
<  t  ( j A 7 ( ' i + j ) r < 2 ‘ +i £ ia7 ( " + / ) i
J = ° V /  j - o
egyenlőtlenség.
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Legyen n páratlan. Alkalmazzuk az (1.22) formulát 
k helyett k — 1 választással. Ekkor
A‘ ~ ' f (n) -2*  1 A‘2 '/(2 / i) =
s innen
h = 0
adódik.
Legyen xv =  2V (v =  1,2,...), Iv =  [x v,xv +,). Legyen 
továbbá
« ( v ) = X  | A ‘ - ' / ( « + ! ) - A ‘ - ' / ( n ) l = I  I A 7 W I .
nelv nelv
Jelölje B, C, E rendre a páros, a páratlan számok, 
illetőleg a páratlan számok kétszereseinek a hal­
mazát. Jelölje továbbá ennek megfelelően a
ZlAr'/(«)!
összeget ß(v), y(v), a(v), ahol az összegezést a B n lv, 
C n lv, E n lv halmazokra terjesztjük ki.
Tegyük fel, hogy /c<xv+1. (I.23)-ból egyszerűen 
adódik a
|/i(v+ 1) —y(v+ 1 )1 <  2*+ 1 (a(v+ l) +  ot(v +  2)) (1.26)
egyenlőtlenség. Világos, hogy
y ( v + l )  =  £( v + l ) +  Z  |A*2~ 7 ( 4 m ) | .
4melv* í
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Az (1.24) egyenlőtlenségből adódik, hogy a jobb 
oldali összegnek az e(v +  1 )-töl való eltérése abszolút 
értékben legfeljebb 2k + l(k +  l)(oc(v) + ot(v+ 1)). Ezért
|y (v+ l) —2e(v+ 1)| <2i+ ' ( k + l i  a(v) + a(v + l)). (1.27)
Az (1.25) egyenlőtlenségből
|y(v) -  2‘ '- ' e( v + 1 )| <  22t -  '(k +  1 Xa(v +  1) +  a(v +  2)) (1.28) 
következik.
(1.27) és (1.28) összevetésével a
v(v)
ytv+ l ) < ^ r T +  r 1(/cKa(v+l) +  a(v + 2)) (1.29)
egyenlőtlenséghez jutunk, ahol c,(k) csak a k-tól 
függő állandó.
A (Hk) feltételből adódik, hogy
,iminf i  z  — =0.
* f* v < „  xv
Legyen pv =  2~vß(v). (1.29) miatt 
l
í ' » t i < ^ r T Pv +  r v (xy>k), (1.30)
ahol
() /a ( v + l)  a(v +  2)\
T* f2(MI jv+l 2» + í \
Legyen </r2 <  . . .  az egészeknek olyan soroza­
ta, amelyre
n;' X tv-»0 (í-w).
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Ekkor az (I.30)-ból egyszerűen adódik, hogy
is fennáll. Figyelembe véve az (1.27) egyenlőtlenséget, 
ekkor
lim ß, ' X  ^á/í(v) +  -/(v)) = 0,
azaz
(1.31)
is fennáll.
Az (1.21) formulát k helyett k —\ választással 
alkalmazva, a
A*2“7 (n)-2‘- 1A*~7 (n)=
(1.32)
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egyenlőséghez, s innen a
egyenlőtlenséghez jutunk. Innen
és x =  x — 2k választással, (1.31) figyelembevételével
azaz a (//*_ ,) feltétel teljesül. Ezzel a bizonyítást 
befejeztük. ■
3.§. Megmutatjuk most, h o g y /e  A* esetén csak a 
c log alakú függvényekre teljesülhet az (1.5) reláció. 
Wirsing tétele szerint csak annyit kell belátnunk, 
hogy (1.5) teljesülése esetén A /(n) =  o(log n) is fennáll. 
E redukciós lépés bizonyítása elemi, ami távolról 
sem mondható el Wirsing tételéről, azaz a Af(n) =  
=  o(log n)=>f(n) =  c log n állításról. Annak bizo­
nyításához a prímszámok különböző számtani soro­
zatokban való eloszlására vonatkozó mély eredmé­
nyekre, az A.I. Vinogradovtól és E. Bombieritől 
származó középértéktételekre van szükség.
5. Tétel. Legyen f e  A*, P(z) =  oc0 +  a x z + . . .  +  akzk 
(ao# 0 , a* =  1) tetszőleges komplex együtthatós poli- 
nom. Tegyük fel, hogy
/ W W
log n
(1.34)
Ekkor, Ejlj^O esetén f(n) = 0 (Vn e N), míg f>(l) =  0 
esetén f(n) =  c \o g n  (VneN). Nyilvánvaló, hogy 
ezek a függvények teljesítik is az (1.34) feltételt.
Bizonyítás. Tegyük fel, hogy /  nem a zérus­
függvény. Jelölje I mindazoknak a komplex együtt­
hatós Q polinomoknak a halmazát, amelyekre a
Q(£)/(n)
, ^ 0  (1.35)
log n
reláció teljesül. (1.33) miatt I a zéruspolinomon kívül 
mást is tartalmaz. Világos, hogy Q t, Q2 e I, cl5 c2 e C
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esetén clQl + c 2Q2 e  I. Másrészt Q e l  esetén az 
xQ(x) polinom is I-hez tartozik, mivel EQ(E)f(n) =  
= Q(E)Ef(n) =  Q(E)f(n+  1). Innen azonnal adódik, 
hogy tetszőleges R(x) polinom és Q(x) e I esetén 
R(x)ß(x) € I. Ezek szerint I ideál. Mint minden <C[x]- 
beli ideál, I is egy elemmel generálható, azaz létezik 
egy egyértelműen meghatározott
S(') = y0 +  7|Z+ • • • +V«2m (7m = 1) (1-36)
minimális fokszámú főpolinom I-ben, úgy hogy 1 
elemei éppen az S(z) polinom többszörösei.
Legyenek S(z) gyökei 0 „ . . ,,GM. Legyen m > l  
tetszőleges egész,
Q M = f l i z - 0 7). (1.37)
i= i
Világos, hogy Qm(zm) többszöröse S(z)-nek, ezért 
Q J zm) e /, tehát
QJEm) M
log n
(n-»oo) . (1.38)
Legyen
<? J z )=ßo  +  / » , * + . • • ■ + A , * "  (/»* =  1 )•
Világos, hogy
QJEm)f{mn) = ß0J(mn) + ß j (m(n  + 1)) +  . . . + /íM/(m (n+M )) =
= 6 J  * )/(">)+  e„(E)/(n). (1.39)
(1.39) bal oldala o(logn), (1.38) miatt, ezért 
6 m(£)/(«) =  o(logn), s így ö me l .  Mivel Qm is mi­
nimális fokszámú főpolinom I-ben, ezért Qm =  S, és
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Vegyük még észre, hogy a 0 gyökök között a zérus 
nem fordulhat elő. Ellenkező esetben ugyanis yo =  0, 
S(z) =  zT(z) lenne, s innen egész nyilvánvalóan 
adódna, hogy T('E)f(n) =  o(\ogn), azaz T e l .  T 
fokszáma azonban kisebb S fokszámánál.
(1.40) miatt 6 {ön • • 0\i} minden j -re és m-re. 
Ezért I 6j |=  1 (/=  1,2, . . . ,  M). írjuk most a 0j-ket 
exponenciális alakban. Legyen 9j =  exp (j  =
= 1, . . . ,  M). Ha az i^-k között lenne irracionális, 
mondjuk t]{, akkor a 07 =  exp (2mr/1m)(m= 1,2, . . . )  
számok mind különbözőek lennének, ami 
07 e {9l, . .  ., 0M} miatt lehetetlen. Tehát r}x, ■ ■ -,t]M 
racionálisak. A legkisebb közös nevezőjük legyen B. 
Ekkor
nJ= a^ 9 =  (ajeZ),
D
s így
of=  1 0 = 1 ..........M).
Az (1.40) bal oldala m = B választással (z— 1)M, ezért 
0j =  . . .  = 0 M =  1. Kimutattuk, hogy S(z) speciális 
alakú,
S ( z )  =  ( z —  1 ) M .
Már csak annyit kell belátnunk, hogy M >  2, 
(z—l)MeI  esetén (z— 1)M ' e l  is fennáll. A bi­
zonyítás a 4. tétel bizonyításánál használt azonossá­
gok és egyenlőtlenségek alkalmazásával történik, a 
teljes additivitás feltételezése miatt azonban a hely­
zet kicsit egyszerűbb. A (1.21), (1.23), (1.25) formulá­
kat k = M választással alkalmazzuk. (1.21) miatt 
található olyan e(x) monoton zérushoz tartó 
függvény, amellyel
|A7/(»i)|<£(n)log« (n>2). (1.41)
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Válasszuk az e(n)-et úgy, hogy e(n) log 2n monoton 
végtelenhez tartó legyen.
Legyen
(1.42)
Megmutatjuk, hogy m(x) nem növekedhet túl gyor­
san. Tegyük fel, hogy m(x) nem korlátos. Tegyük fel, 
hogy
Legyen
Ekkor az (1.25) formulából
| A ?  -  1 / (2 n ) |  <  ~  |A «  -  'f(n)\ +  « l o g  (x +  2M),
(143)
továbbá innen és az (1.23) formulából n helyett 2n 
választással
adódik. Az (1.43), (1.44) egyenlőtlenségek minden, az 
y, x  intervallumba eső egészre érvényesek, tehát 
arra is, amelyre az m(x) maximum eléretik, ezért
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alkalmas c > 0 állandóval. Mindkét oldalból ml — |-t 
levonva,
O ám (x)-ffl|js  ( 2J r“ ( 0  + Cí: í f  ) lo8 2x•
azaz
m ^ j< f i í :^ lo g 2x, c,=c(l —2'~ M)“‘, 
s ezt (I.45)-be behelyettesítve,
Az e(x) log 2x monotonitása miatt (1.46) ekkor is 
fennáll, legalábbis minden elég nagy x-re. Ha m(x) 
korlátos, akkor (1.46) nyilvánvalóan teljesül.
Kimutattuk ezzel, hogy a A f ‘-nek megfelelő 
(z2 — 1)M_1 polinom I-hez tartozik. Osszuk el ezt a 
polinomot maradékosan a (z—1)M polinommal,
(Z2-  1 r - ‘ =fc(z)S(z) + *z).
Ekkor, I ideál lévén, r e E  Másrészt r nem lehet 
azonosan zérus, és fokszáma kisebb S fokszá­
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Ekkor az (1.46) formula érvényes x helyett x/2' 
választással:
mánál, Aí-nél. Ez azonban nyilvánvalóan ellent­
mondás. Az M > 2  feltevésünk tehát helytelen volt. 
Tehát M =  1, S(z) = z — 1, azaz A/(n) = o(log n). Wir­
sing tétele szerint ekkor f(n) =  clogn. Vegyük még 
észre, hogy a (1.34) reláció valamely /(« )  =  
=  c l o g n ( c / 0 )  függvényre csak akkor teljesülhet, 
ha P(1) = 0. Tételünket bebizonyítottuk. ■
Módszerünket bizonyos mértékig módosítani 
kell, ha a teljes additivitás helyett csak az additivitást 
tételezzük fel.
6. Tétel. Legyen
P{z) = a0 + x iz + . . .  +akzk (txt = \, a0^ 0 )
komplex együtthatós polinom, /  komplex értékű 
additív függvény amelyre
x - '  X I/>(£)/(") 1 -0  (x-oo) (1.47)
n < x
fennáll. Ekkor alkalmas c állandóval
f(n) = c log n +/,(«),
és teljesül a
P(£)/,(n) = 0 (n = 1,2, . . . ) (1.48)
rekurzió. Ha P(1)#0, akkor csak c= 0 lehetséges.
Definíció. Valamely /  additív függvényről azt 
mondjuk, hogy véges tartójú, ha minden elég nagy p 
prímre/(p“) =  0 (a= 1,2, . . .).
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7. Tétel. Ha az /  komplex értékű additív függ­
vényre fennáll a
P(E)f(n) = 0 (n= 1,2,. . .) (1.49)
rekurzió valamely fc-adfokú P polinommal, akkor
(1) /(p“)= 0  minden olyan p% prímhatványra, amelyre
p > k +  1,
(2) f ( p y+l) = f ( p y), ha py*1 -  pi >  k +  1,
(3) /(n) periodikus B=  ]”[ pyp periódussal,
p<k+ 1
ahol yp az a legkisebb egész, amelyre 
pyp+1 — pyp > k +  1 fennáll.
8. Tétel. Ha a 6. tétel feltételei fennállnak, és /  
teljesen additív, akkor f(n) = c log n alakú, és c # 0  
esetén a P(1) =  0 feltétel is teljesül.
A 8. tétel bizonyítása az eddig alkalmazott 
módszerek kombinálásával történik. Jelölje I azok­
nak a P polinomoknak a halmazát, amelyekre (1.47) 
fennáll. Mint az 5. tétel bizonyításánál, itt is 
egyszerűen belátható, hogy I ideál. Ismét az 5. tétel 
bizonyítására hivatkozva megmutatható, hogy I 
generáló eleme (z — 1)M alakú, teljesül tehát a
lim x~' Y. |AM/(n)| = 0
X-* QO n <  x
reláció valamely M >  1 egészre. Már csak azt kell 
észrevennünk, hogy a 4. tétel (HM) feltétele teljesül, s 
a 4. tétel szerint f(n) =  c\ogn.  Mivel P(E)f(n) =  
=  cP(l)logu + o(l) (n-+oc), ezért (1.47) miatt 
cP(l) = 0. Ezzel a 8. tételt teljes egészében bebizonyí- 
tottuk.B
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A 6. tétel bizonyítása. Vegyük észre, hogy az (1.47) 
feltételt kielégítő P polinomok halmaza ideált alkot. 
Jelölje ezt az ideált I. Ezért, ha az (1.47) teljesül a 
tételben szereplő P(z) polinommal, akkor a P{z) 
polinom minden k(z) többszörösére is
X-' X |fc (£ )/(n ) |-0  ( x - x )  (1.50)
n<x
fennáll.
Legyen m>  1 tetszőleges egész, jelölje P gyökeit 
9Í, . . . ,  6k, azaz
P ( z ) =  f ]  (z-0j). 
j= i
Legyen
QM)=  f l  (z-0"!)=ßo+ßiz+ ■ ■ • + A z * .
j= 1
Ekkor ß 0 # 0 , ßk=  1. Vezessük be a
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jelölést. Világos, hogy
Alkalmazzuk (1.52) bal oldalára a P(E) operátort, s 
írjuk fel az
egyenlőtlenséget. Világos, hogy a P(z)Qm(zm), 
P(z)Qm(z) polinomok I-hez tartoznak, ezért (1.53) 
jobb oldala zérushoz tart. így
x “ 1 £  |í>(£)A(m,n)|->0 (x->oc). (1.54)
n < x
Legyen p>2fc+l ,  p prímszám, n fusson végig 
azokon a természetes számokon, amelyekre pv||n 
teljesül. Itt v > l  tetszőleges rögzített egész. Ekkor
A(p,«) = /U /(p v + ‘)-/< P v)) + (/h + ■ • • +&)/(/>) =
-  (U/(pv+') -/<PV) -/(Pl) + QJL1 )/(p),
A(p,n + h) =f(p)QJ  1) (0 < h < 2k),
s ezért
P(E)A(m,n) = P( 1 )QJ 1 )f(P) + cc0ß0(f(p~ * 1)- f ( p ' ) - f ( p ) \
(1.55)
Mivel a pv||n feltételt kielégítő n egészek sűrűsége 
pozitiv, ezért (1.54) miatt (1.55) jobb oldalán zérus áll.
Fusson most n végig az n = l  (mod p) feltételt 
kielégítő egészeken. Ekkor A(p,n +  h)=f(p)Qm(\) 
teljesül, ha 0</ i<2/c,  és ezért P(E)A(m,n) =  
=  P (l)ß m(l)/(p). Az előbbi érvelést megismételve, 
f’( l)ß m(l)/(p) =  0 adódik. (1.55) miatt, innen 
f ( p v+l) —f( pv)—f(p) — Q- Mivel ez 'minden v > l  
egészre fennáll, ezért f{p') =  vf(p) (v=  1, 2 . . . )  tel­
jesül.
Legyen most p tetszőleges prímszám, y0 olyan 
nagy, amelyre pyo> 2 k + l  fennáll. Az e0, e r.2k 
nemnegatív egészek legyenek olyanok, amelyekkel a 
pyo||n,p£j|n + i ( í= 1,. . .,2k) feltételek legalább egy n 
természetes számra- fennállnak. Rögzítsük most az
30
e0, eu , e2k értékeket, s jelöljük Ay-val azoknak az 
n természetes számoknak a halmazát, amelyekre 
py\\n, pe,\\n +  i ( i= l ,  . . . ,2k)  teljesül. Nyilvánvaló, 
hogy y > y 0 esetén Ay nem üres, sőt pozitív sűrűségű. 
Világos továbbá, hogy P(E)A(n,p) nem változik, ha n 
végigfut az Ay elemein. Ekkor viszont (1.54) miatt 
P(E)A(n,p) =  0, hacsak n e  Ay(y>y0).
Legyen n, e Ay+1,n 2 e Ay(y>y0), s írjuk ki gon­
dolatban a
P(E)A(n i ,p) -  P(E)A(n2,p) = 0 
egyenlőséget részletesen. Innen
Xoßo( f(p' "2) - f ( P y+ 1)) =  xoßo(f  (pr + l) —f  (pyí).
és oi0ß0 ^ 0  miatt
í , + . = í , ,  Í y= /( í> , + l ) - / ( p í) ( 7 > y 0) (1-56)
következik.
írjuk most fel az f(n)  additív függvényt/(n) =  
= /!(n )+ /2(n) alakban, ahol f 2(n) teljesen additív 
függvény,/2(p)=/(p), ha p>2k  + 2, míg p < 2 k  + 2 
eseténf 2(p) =  £yo- Már beláttuk, hogyJ(py) =  yf(p), ha 
p > 2 k +  1, ezért fi(py) =  0, ha p>2k +  2. (1.56) miatt 
fi(Pj + 1)=fi (Pi) 0>7o) teljesül.
Innen következik, hogy f f n )  véges tartójú additív 
függvény, és hogy valamely alkalmas Bl periódussal, 
fi periodikus. Ezért
P(£X£B' - / ) / »  = 0 («=1,2,...)
is teljesül. Minthogy P(z)(zBl — 1) e I nyilvánvalóan 
fennáll, ezért azf 2 teljesen additív függvényre teljesül 
az
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-  X \(EB' - l )P (E) f2(n)\-*0 (x->oo) (1.57)
X  n < x
reláció. A 8. tétel, szerint f 2(n) =  c\ogn.
Tegyük fel először, hogy F ( l) /0 .  Ekkor alkalmas 
m egésszel Qm(\)=£0. Előzőleg beláttuk már, hogy 
p > 2 k  + 2 prímszám esetén P(\)Qm(\)f(p) =  0, s igy 
f(p) =  0. Mivel f 2(p)—f(p), ha p > 2 k  + 2, másrészt 
f 2(n) =  c\ogn,  ezért / 2(n) =  0 (n= 1 ,2 ,...). Ekkor az 
f  = f i  függvény véges tartójú, periodikus, s teljesül 
(1.47). Ekkor viszont a (1.48) reláció fennáll.
Tegyük fel, hogy P(1) = 0. Ekkor P(E)f2(n) =  
=  P(l)clogn +  o(l) (n->oo), azaz (1.47) teljesül a vé­
ges tartójú, periodikus /,(«) additív függvényre. 
Ezért az (1.48) reláció teljesül. ■
Végül bebizonyítjuk a 7. tételt. (1.48) miatt az (1.47) 
feltétel teljesül, ezért a 6. tétel állítása is érvényes, 
azaz f ( n )= f1(n) +  c log n alakú, ahol P(E)f(n) =  0, 
P(E)f1(n) = 0 (n= 1 ,2 ,...). Ezért P(£)clogn =  0 
(n=  1 ,2 , . . . ) ,  ami csak c = 0 esetén teljesülhet. 
Következésképpen/)«) =/,(«) véges tartójú, periodi­
kus függvény. Létezik tehát egy K > 0  küszöbszám, 
úgy hogy /(p “) =  0, hacsak p a K-nál nagyobb 
prímszám. Adott n-re jelölje AK{n) az n szám K-nál 
nem nagyobb prímhatványosztóinak szorzatát, azaz 
AK(n) legyen az n =  mAK(n), m minden prímosztója 
nagyobb K-nál, egyenlőséggel definiálva. Legyen 
p( <  K) adott prímszám, s ö(n) a p pontos kitevője n- 
ben, azaz pd{n)\\n. Legyen A (^n) =  p Mn)AK(n).
Válasszuk az n, számot úgy, hogy ú(n!) =  y> 0 , és 
nl s p y (mod/?5'+1) teljesül. Legyen y olyan nagy, 
amelyre py+i— py> k +  1 is fennáll. Ekkor találha-
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tunk olyan n2 egészet, amelyre ö(n2) =  y + 1, ,4'K(n,) =  
= A'K(n2), AK(nl +j) =  AK(n2 +j) ( j = l , . . . , k ) .  Vegyük 
még észre, hogy /(n) =  f ( A K(n)). (1.48) miatt
0  =  P ( £ ) / ( « 2) -  £ ( £ ) / ( « ,)  =  * o( / ( p ' + 1) - / ( p ó ),
s innen oc0 #  0 miatt f ( p y + 1) = / (py). A 7. tétel (1), (2) 
állítását beláttuk, a (3) állítás ezeknek közvetlen 
következménye. Ezzel a 7. tételt beláttuk. ■
4.§. A 3.§-ban használt módszerünk további alkal­
mazási lehetőségeit illusztrálva bebizonyítjuk most a 
következő tételt.
9. Tétel. Legyen/ e A*, P racionális együtthatójú, 
nemzérus polinom, amelyre a
A PP(E)f(n)=0 (mod 1) (n = l,2 , . . . )  (1.58)
kongruenciareláció teljesül alkalmas Ap/ 0  egész 
számmal. Ekkor alkalmas ß # 0  egésszel g(n): =
: = Bf(n) egész értékű.
Először bebizonyítjuk a következő segédtételt.
Lemma. Ha f e  A* és Akf(n) = 0 (mod 1) (VneN) 
valamely k > \  egészre teljesül, akkor f(n) =  
= 0 (mod 1) (Vn e M).
A bizonyításnál k szerinti indukciót alkalmazunk. 
Legyen k = \ .  Af(ri) =  0 (mod 1) (VneN) miatt f(N) =  
= f(M) (mod 1) minden M, N párra teljesül. Ha N =  
= nM, akkor f(rí) =  0 (mod 1), s n tetszőleges.
Tegyük fel, hogy az állítás /c-ra igaz. Tegyük fel,
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hogy Al+l/(n )= 0  (mod 1) (Vn e N) teljesül. Kiindul­
va a
A‘/(N ) -A * /(1 )= Y  Al+ 'f(n) = 0 (mod 1)
n = 1
azonosságból,
Akf ( N) = c  (mod 1), c = Akf{  1) (1.59)
következik. Legyen most Q tetszőleges egész együtt­
hatós polinom. (1.59) miatt
(E - I ) kQ(E)f(n) = cQ(\) (mod 1) (VneN) (1.60) 
fennáll. Legyen m >  1 tetszőleges egész szám,
Q ( z ) = e J z ) = ( ~ ^ J  =(l + z +  . . .  +z"-')k.
Ekkor
( £ - / ) ‘e m(£)=(£”, - / ) ‘,
s (1.60) miatt, n = N m  helyettesítéssel
(Em — l)kf[mN) = cQm(l) (mod 1) (1.61)
adódik. Vegyük észre, hogy (1.61) bal oldala
(.E - I ) kf (N )= Akf ( N) = c  (mod 1).
Ezért
c = cQm{\) (mod 1),
S Qm{\) =  mk miatt
c(m‘ — 1) = 0 (mod 1). (1.62)
(1.62) miatt c csak racionális szám lehet. Tegyük fel, 
hogy c nem egész. Ekkor
C = -  ( B >  1 ) ,  (A,B)— 1O
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alakban felírható. Legyen most m = B. Ekkor 
(1.62)-ből cBk sO  (mod 1) miatt csO  (mod 1) fennáll. 
Ezért Akf(n) =  0 (mod 1) (Vne N) teljesül, és induk­
ciós feltevésünk szerint/(n) =  0 (mod 1) (Vne N). A 
lemma állítását ezzel beláttuk.□
Rátérünk most a tétel bizonyítására. Jelölje J 
azoknak a racionális együtthatójú P polinomoknak 
a halmazát, amelyekre alkalmas 0 egész 
számmal
A pP(E)f(n) = 0 (mod 1) (Vn 6 N)
teljesül. Világos, hogy J a <Q[x] polinomgyűrüben 
ideál.
Legyen P a J tetszőleges nemzérus eleme,
P(z)= f i  ( z -0 ; ) ,j= 1
és legyen
k
k jz )  = n -----1 egész).
j = l  Z (Jj
A szimmetrikus polinomok alaptétele miatt km(z) 
együtthatói racionálisak, ezért
RJzm) : = f i  (z " -0 7 )e J .
]= i
Következésképpen alkalmas F #  0 egésszel
F R JE m)f(n) = 0 (mod 1) (V« e M)
fennáll. Továbbá f e  A* miatt
R J  Em)J\nm) = R J 1 )/(m) + RJE)f(n),
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s így
FR Jl) /(m ) +  FRJ£)/(n) =  0 (m o d l)  (VneM). (1.63)
Ha Pm(l) =  0, akkor innen Rm(z)e J következik. Ha 
Pm( l ) /0 ,  akkor pedig az (1.63) mindkét oldalára a A 
operátort alkalmazva,
FRJ£)A/(n) = 0(mod 1) (VneN),
azaz Pm(z ) (z - l )e J  következik.
Legyen most P a J generáló eleme, azaz a 
minimális fokszámú főpolinom J-ben. A tétel feltéte­
le szerint J tartalmaz zérustól különböző elemet. P 
fokszáma legyen k. Ha k =  0, akkor tételünk nyilván­
valóan igaz.
Legyen k > \ .  Tegyük fel először, hogy P(1) =  0. 
Ekkor P(z) és Rm(z) legnagyobb közös osztója, 
<5(z)eJ, ő(z) fokszáma megegyezik tehát P és Qm 
fokszámával, /c-val, ezért P(z) =  PJz), azaz
f i  (z -0 j)=  f i  (z-«7). (1.64)
j=i j= i
A 3.§-ban alkalmazott gondolatmenetet alkalmazva, 
rögtön következik innen, hogy 9l =  . . . = 0 k=  1, 
P(z) =  ( z - \ ) k.
Tegyük fel most, hogy P(1)^0. Ekkor
á(z)=(P(z),R„(zMz-l))eJ,
ezért ö(z) fokszáma k. P ( l ) /0  miatt (z — l,P(z))= 1, s 
ezért Rm(z) =  P(z), azaz (1.64) fennáll. Ez azonban 
csak a 0t =  . . .  = 0 k =  1 esetben állhat fenn, amit a 
P ( l ) /0  feltétellel kizártunk.
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Beláttuk tehát, hogy az
FA‘/(n) =  0 (mod 1) (Vn 6 IM)
reláció fennáll. Lemmánkat /  helyett az Ff  
függvényre alkalmazva tételünk közvetlenül adó­
dik.«
37
II. SZABÁLYOS VISELKEDÉSŰ 
MULTIPLIKATÍV FÜGGVÉNYEK
l.§. Jelölje M a komplex értékű multiplikativ 
függvények halmazát, s M* a teljesen multiplikativ 
függvények részhalmazát. Vegyük észre, hogy az 
f(n) = na + ,z (<r,reR) függvények szabályos visel- 
kedésüek, <t< 1 esetén teljesül rájuk a
Af(n)-»0 (n->oo) (II.1)
reláció.
A szerző 1980-ban fogalmazta meg először azt a 
sejtését, hogy ha egy f e  M függvényre (II.l) fennáll, 
akkor vagy f(n)->0 (n-»oo), vagy f(n) =  n" + <z 
(a, t e R, a <  1). Egyszerűen belátható, hogy 
/(« )-»0 (fi ->oo, n eN ) akkor teljesül, ha f ( q )~*0 
(q-»oo), ahol q a prímhatványok halmazán fut végig. 
(II.l) helyett az nyA/(n)-»0(n-»oo), (y> 0  állandó) 
feltételből a szerzőnek sikerült sejtését levezetnie. 
Bebizonyította ezt — csupán (II.l) feltételezésével — 
minden olyan esetre is, amikor valamely n0 alkalmas 
egészre |/(n 0)l7O teljesül.
A kidolgozott módszer alkalmazásával sikerült 
meghatározni azokat az f  e  M függvényeket, ame­
lyekre  ^ (t l4/-(n)l<oo, (H.2)n= I n
sőt azokat a z /, g e M függvényeket is, amelyekre
£  -lift«+ *)-/<«)!<°o (H.3)n
teljesül valamely k egésszel [6],
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Nem sikerült azonban a szerzőnek a (11.1) feltételt 
kielégítő multiplikativ függvényeket meghatároznia. 
1985-ben E. Wirsing bebizonyította a sejtést.
Wirsing tétele. Ha / e  M, A/(n)-»0 és f(n)~*0 
(n->oo), akkor
f (n)  = na+lT (a, r e  R, a<  1).
Wirsing tételének érdekes következménye van 
additív függvényekre.
Adott x valós számra jelölje ||x|| az x-nek hozzá 
legközelebbi egésztől való távolságát.
Legyen F e  A, s tegyük fel, hogy ||AF(n)||->0 
(n->oo). Az f(n) =  exp(2n\F(n)) függvény nyilván 
multiplikativ, továbbá
| A/(n) | = | exp (2tiíAF(h)) -  I |
miatt A/(n)—>0. |/(n)| = l miatt /(n) =  exp(it log n). 
Érvényes tehát Erdős tételének következő általá­
nosítása:
Ha F e A  és ||AF(n)||->■(), akkor alkalmas /e lR  
állandóval F{ri) — X log n = egész (Vn e N).
A fejezet további §-aiban a (II.3) feltételnek eleget 
tevő f g  e M függvényeket vizsgáljuk. Az egy­
szerűség kedvéért feltesszük, hogy f g e  M*.
Jelölje L ^M  azoknak a z /e M  függvényeknek a 
halmazát, amelyekre
£  " ~ ' l / ( n ) l < 0 0  (11.4)
n = 1
fennáll.
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p, q, n (indexszel és index nélkül is) prímszámokat 
jelölnek.
Legyen
R (/.P ):=  Z  P 'W ) I -  (H.5)a= 1
Nyilvánvaló, hogy f  e L akkor és csak akkor teljesül, 
ha R(f  p) <  oo minden p prímszámra, és
a jobb oldali sor lehet divergens is. Legyen <bf 
azoknak az részhalmazoknak a halmaza,
amelyekre (II.9) jobb oldala abszolút konvergens.
Világos, hogy S1; S2 e<bf  esetén S ^ S je O y ,  
továbbá, hogy S eO j, S j ^ s  esetén S! eí»;.
2.§. Ebben néhány, a további vizsgálatok szem­
pontjából fontos segédtételt bizonyítunk be. 1
1. Tétel. Legyen / e M * ,  f $ L .  Legyen P(z) =  
= a0 + aiZ+  . . .  + a kzk (ao ^ 0 ,a k= \ )  olyan mini­
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Az is világos, hogy / e  LnM * akkor és csak akkor 
teljesül, ha
Adott S s N  halmazra legyen
mális fokszámú P eC [z ] polinom, amelyre a
X n - ' |P (£ ) / (n ) |< o o  (11.10)n> 1
egyenlőtlenség teljesül. Ekkor fennáll a
X  n - ‘| (£ B- / ) ‘/ (n ) |<oo  (11.11)1
egyenlőtlenség is, ahol B =  1, vagy B =  p \ ' .. ,p*J, és 
/ (P .)=  - •=/(?;) =  0.
Legfeljebb k — 1 különböző p prímszám van, amelyre
f ( p ) = o.
Bizonyítás. Jelölje J azoknak a P polinomoknak a 
halmazát, amelyekre (II. 10) teljesül. Tudjuk, hogy J 
ideál. A feltételünk szerint J a zérus elemen kívül más 
elemet is tartalmaz. Ha J-hez valamely nulladfokű 
polinom is hozzátartozna, akkor f  e L teljesülne. Ezt 
kizártuk.
Belátjuk most, hogy /  legfeljebb k — 1 számú 
prímhelyen vehet fel zérus értéket. Tegyük fel 
indirekt módon, hogy f(pj) =  0 ()'=1 , . . . ,k) ,  ahol 
P i ,  . . . ,  pk különböző prímszámok. Legyen N0 e N  a 
N 0 + (i— 1) = 0 (m od/?,) ( i= l ,  . . . , k )  kongruencia­
rendszer egyik megoldása. Legyen B = p l . . ,pk. 
Ekkor f ( n + j )  — 0 (/' =  0,1, . . . ,  k — 1), hacsak
n =  N 0 (mod B).
Jelölje Fb , az {n|n =  /(mod ß)} maradékosztályt. 
A (II. 10) formula közvetlen következménye az alábbi 
állítás.
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Ha létezik k számú maradékosztály mod B 
konzekutív l =  r, r+  1, . . r +  k — 1 maradékokkal, 
azaz FBn . . FB>r+lk_ j ,  úgy hogy FBle<Ff 
(l =  r, . .  , , r  +  k — 1), akkor FBir + t e<Dy. Követke­
zésképpen N e azaz / e  L.
Mivel FB No+j e <t>f  0 =  0, . . k — 1) nyilvánva­
lóan teljesül, ezért f e  L, amit kizártunk. Tehát 
legfeljebb k — 1 számú prímszámhelyen vehet fel 
/  prímszámértéket.
Legyen
P(z)= fi ( z -0J,i= 1
e„(z):=n u-er).i= 1
P(z) a tételben szereplő polinom, Qm(zm) e  J, ezért 
I  " ~ 1I Q J E m)/ (n ) l< °o .
I
Vegyük észre, hogy Qm(Em)f(nrn)=f(m)Qm(E)f(n), s 
a fenti összegben n helyett csupán az nm alakú 
elemekre összegezzünk. H a /(m )/0 , akkor innen
I » " ' l ß d ( £ ) / ( » ) l < « )
adódik. főpolinom, fokszáma /c, ezért P(z) =  
= ÖJz), azaz
{0,........0*} = {O7.........07}. ha /(m )# 0 . (11.12)
Innen, a0 ^  0 miatt 10,1=1 (/' =  1, . . . ,  He),
ar8 0; • ... u>: = ------- = racionális
‘  2 71
azonnal következik.
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Legyen
< P j 0 = 1.......L  (a„ .. -,ak) = 1, B>  l).
(11.12) miatt az is világos, hogy B csak olyan p 
prímosztót tartalmazhat, amelyre /(p ) =  0. Ezzel 
tételünket bebizonyítottuk. ■
Megjegyzés. Ha (11.11) teljesül, és C többszöröse 
ß-nek, akkor (ILII) B helyett C-vel is teljesül. 
Ugyanis (zB—\)k osztója a (zc —l)k polinomnak. 
Ezért feltehető az 1. tételben, hogy B tartalmaz 
minden olyan pj prímosztót, alkalmas hatványon, 
amelyre /  (pj) =  0.
2. Tétel. Legyen f g e  M*, C # 0  állandó, K >  1 
egész. Tegyük fel, hogy
| g(n + K )-C /(n )
.21 n (11.13)
Ha létezik olyan p prímszám, amely nem osztója ív­
nak, és f(p) =  0 vagy g(p) =  0, akkor f g e  L.
Bizonyítás. Néhány észrevételt teszünk.
1. Mivel || g(n + K ) \ —\ Cf(n)\\<  \ g(n +  k ) -  Cf(n) |, 
és a z / e L  teljesülése csak |/|-tő l függ, ezért 
feltehetjük, hogy /  >0, g>  0, C >0.
2. Ha f  e L, akkor g e L és viszont.
3. Feltehetjük, hogyf(q) = 0ésg(q) =  0 a K  minden 
q prímosztójára.
Csak az utolsó állítást kell belátnunk. Tegyük fel, 
h o g y /(g )# 0 , g{q)=£0, q\K, s írjunk qn-et n helyére
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(11.13)-ban. Ekkor
\ g m n  + K>) - C M f (n)\<oo („ ,4)
«21 n
K x = K lq (< K ) - \al, amiből adódik, hogy (11.13) K 
helyett K,-gyel K,|K is fennáll. Ha g(q) =  0 és 
f ( q ) ^ 0, illetvef(q) =  0 és g(q)¥= 0, akkor (11.14) miatt 
f e  L, illetve g 6 L máris adódik.
Feltesszük, hogy f  g >  0 ésf(q) =  0, g(q) =  0, ha q\K. 
Jelölje P azoknak a /(-hoz relatív prím p prímek­
nek a halmazát, amelyekre /(p) =  0 teljesül. Hason­
lóan legyen R = {q\g(q) =  0, (q,K)= 1}. A P,EP,  
R! E R halmazokat a
P, =  {p£P|3n0 =  K(modp), p(n0)#0}, (11.15)
R, = {q e R|3n0 =  — K (mod q), /(n 0)^o}  (II. 16)
formulákkal definiáljuk. Pj, R,, továbbá P és R 
közül az egyik lehet üres halmaz is.
Vegyük észre, hogy P, = 0 , R, =0  esetén a követ­
kező (COND) feltétel teljesül:
(COND): f(n) =  0 valamely n-re akkor és csak 
akkor teljesül, ha y(n + K) =  0.
Ez nyilván igaz, ha (n,K)>  1. Tegyük fel először, 
hogy P / 0 ,  legyen p e P .  Ekkor g(n) =  0 (VneN),  
n = K (mod p), P , = 0 miatt. Ha pedig R #  0, q e R, 
akkor R , = 0  miatt f(n) =  0 (VneN),  n = - K  
(mod q).
Ha/(n) =  0és(n ,/í)=  1,ekkor 3pe P,p|n,és P, =0  
miatt g(n + K) =  0. Ha pedig p(n) =  0, és (n,K)= 1,
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akkor 3q\n, q e  R, és így R , =  0, n -  K =  — K (mod q) 
miatt f ( n — K) =  0.
1. Lépés. Tegyük fel, hogy P,=0,  R , = 0 .  Ha 
peP,  akkor R tartalmaz minden olyan q prímet, 
amelyre q =  K  (mod p) teljesül. Ez ugyanis a 
(COND) feltételből azonnal következik. Ha q e  R, 
akkor viszont P tartalmaz minden olyan n-t, amely­
re 7i= — K (mod q). Mivel P és R közül legalább az 
egyik nem üres, ezért mindkettő végtelen sok elemet 
tartalmaz.
Legyen Q egy elég nagy páratlan prímszám, 
Q e R, QJfK — 1. Jelölje ZQ a mod Q redukált mara­
dékosztályok halmazát, legyen A = ZQ\A, B =  ZQ\B, 
ahol A, B a következő halmazok:
Ä = {/,, . . |/(n) = 0, ha n = /, (modQ)},
B =  {te,, . . t,|g(n) = 0, ha n = tc,(mod Q)}.
Másszóval, valamely / (mod Q) redukált mara­
dékosztály Ä-hoz tartozik akkor és csak akkor, ha 
f(n) =  0 Vn =  / (mod Q) egészre, és k (mod Q) a B-hoz 
tartozik akkor és csak akkor, ha g(n) =  0 
Vn s  k (mod Q) egészre.
Legyen /, e Ä, azaz/(n) =  0 Vn = /j(mod Q). Mivel 
a (COND) feltétel igaz, ezért g(m) =  0, hacsak 
m = K + /, (mod Q)ésm> K. \ z m > K  feltétel elhagy­
ható. Legyen m = K + /, (mod 0 ,  t olyan nagy, hogy 
N = ml +HQ l)>K.  Ekkor N = K + l t (mod Q), a kis 
Fermat-tétel miatt, ezért g(N) = 0 és g e M *  miatt 
g(m) =  0 is teljesül. Beláttuk a következő állítást:
Ha /, e  Ä, akkor vagy /f + K = 0 (mod Q), vagy
Ií + K e B.
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Hasonló módon bizonyíthatnánk be a következő 
állítást is:
Ha /c, e B, akkor vagy kt— K=0 ( mo d  Q), vagy 
ki —K e  Ä. Mivel Q e R, Rt =0 , ezért — K e Ä, azaz 
Ä#0.
Különböztessünk meg most két esetet, annak 
megfelelően, hogy K e  B, vagy K  B.
I. Eset:
Ä = {/], K},
B = {tc„ ; 0}, (11.17)
kj = lj + K(mod Q) 0 =  1. 1).
II. Eset:
Ä = {/,, . . . ,  /K_ / R = — A},
B={fc..........(11.18)
D^/i+ACÍmodö) ( i = l ........ R - l ) .
Az I. esetben:
A =  {s „  . . . , s „ }  ( / /  =  Q - 1 - R ) ,
B =  {íi,  . . ín, íH + 1}, (1119)
tj = Sj + K (mod Q) 0 = 1 , . . . , / / ) ,
( h +  i =  A .
Tegyük fel, hogy A nem üres. Világos, hogy A is, B 
is részcsoport Ze-ban. A rendje H, B rendje H +  1. 
Ezért H | e - 1 ,  H + \\Q—l,=> H(H +  l)|ß — 1,=>
= > w < y e
Tudjuk, hogy R-nek végtelen sok eleme van. 
Tegyük fel, hogy végtelen sok Q eR  esetén az I. eset
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fordul elő. Mivel az A nB  halmazba tartozó 
prímszámok a PnR halmazhoz tartoznak, és 
H < s/Q ,  ezért létezik egy tetszőlegesen nagy n 
prímszám, amelyre / (zr) =  z/(zr) =  0. Ha most Q — n, 
akkor a II. eset áll fenn.
Beláttuk ezzel, hogy végtelen sok Q e R létezik, 
amelyre a II. eset áll fenn.
A II. esetben:
A =  { s , ,  . . , , s H } {H = Q — \ — R),
B = {r,____ („} ( K * B , - K * A ) ,  (11.20)
tj = Sj+K{moJQ)  0 = 1 . . . . . . . . H),
feltéve, hogy A nem üres.
Mivel A és B azonos rendű részcsoportok Ze-ban, 
ezért megegyeznek. (11.20) miatt aeA=>a + K e B  =  
= A, azaz a e A => a + tK e A (f =  0,1,2,  . . . ) ,  ezért 
A = Zq. Ez azonban lehetetlen, mert — K A. Ezért 
A = B = 0, és így f(n) =  g(n) =  0, ha n >  2,
(n, 0 = 1 .  Mivel g(Q) =  0, ezért y(n) = 0 (Vn>2), és a 
(COND) feltétel érvényessége miatt f(ri) =  0 (Vn>l).  
Ekkor természetesen f y e  L.
2. Lépés. P, #0. Legyen p e  P,. Ekkor f(p) =  0, 
(p, K)=  1, és létezik n0, n0 =  K (mod p), úgy hogy 
y(n0)=A0. Ekkor az F9(n|n =  X (mod p)) sor ab­
szolút konvergens, azaz {n\n = K (mod p)} e <J>9. Mi­
vel nn0 =  K  (mod p), ha n =  1 (mod p), továbbá 
g(n0) / 0 ,  ezért {n\n= 1 (mod p)} e<t>9.
Legyen (n,p)=l. Ekkor n ' ^ E l  (mod p) (f =
= 1,2, . . . ) ,  {n,,p{p)\t =1,2___ } e 0>9, yin '^)  =  o(n"p{p))
(t-> oo), azaz 0 <g(n)<n.
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Ha q1, . . . , q p_ 1 m odp kongruensek, akkor 
qA ..  .qp- i  =  1 (mod p). Legyen /^O(modp), s te­
kintsük az
£:= X
q =  /(m od p) C]
összeget, kiterjesztve minden prímre. Formálisan,
£P- 1_ ^ 9^ 9 \ • • -Rp- 1)
«1....4p- 1 9i • • -9p- 1
Ha E =  00, akkor Ep 1 =  00 lenne. Az utolsó 
egyenlet jobb oldalán azonban q , . .  ,qp_l =  l(modp), 
s valamely n=  l(mod pjszám n =  q x. . ,qp_ , alakban 
korlátos sokféle módon állítható elő. Ezért a jobb 
oldal az Fg(n\n =  1 (mod p)) sorral majorálható. 
Összegezve minden / (mod p), 0 számtani sorra,
F,(q I <t/ P)< q{q)<q,hd q ^ p  (11.21)
adódik. Innen
F9(n | (n,p)= 1)< oo,=>F/ (n | « + K ^0(m od p))< oo (11.22) 
adódik.
Ha Pr nek legalább két eleme van, mondjuk pt,p2, 
akkor máris készen vagyunk. A (11.21 )-et p,,p2-vel 
alkalmazva g(q) <  q (Vq), Fg(q \ Vq) <  oo, s innen g e  L 
következik.
Tegyük fel, hogy P j =  {/?}- Legyen először 
pJfK +1. A (11.22) második egyenlőtlenségből kiin­
dulva,
Ff (n 17z é  —K (mod p))< oo
adódik. Mivel p \ K  +  1, ezért ( — K)2£  —K (mod p), 
és így
F 17i s  — K (mod p))2 Y ^<oo. (11.23)
n = K M m od  p) H
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Továbbá, ha (n,p)=l,  és ocsO (mod(p—1)), akkor 
—K (mod p), s mint az előbb, most is levezet­
hetjük az /(7r°t) =  o(7ca) (a-*oo) relációt, ahonnan 
0 <f (n ) <n  adódik. Ezért
Fy(7t | Ji^p)<oo, 0<f(n)<n,  (11-24)
sinnen/(p) =  0 miatt Fj-(n | Vzr) <  oo,0</(7t)<7i(V7i), 
azaz f e h .
Legyen most p \K + \ .  Legyen először p =  2. Ez 
csak páratlan K esetén fordulhat elő. Legyen 
K + \ = 2 ßm, ahol (m,2)=l .  (11.22) miatt
F9(n|(n,2)= 1 )<  oo.
Legyen y >  ß. Mivel 2v||n — 1 => 2 |^|n + K, ezért
Fy(n | n= l(mod 2y)H  F9(n 12* || (n + K )) «  F >  | (n,2) = l)<  oo,
(11.25)
A már alkalmazott eljárásunkat alkalmazva, 
Fyf7t|7t #  2) <  oo, f(n) <  n adódik, s /(2) = O-val / e  L 
következik.
Legyen most p >  2. Tegyük fel, hogy létezik í t eN,  
k é -1 (mod p), amelyref(k)^=0. Mivel kné  1 (mod p), 
ha nHl(modp) ,  ezért n-+kn helyettesítés után a 
(11.22) második formuláját jelölő sorban következik, 
hogy Ff (n\n =  1 (mod p)) <  oo, amely a már többször 
alkalmazott gondolatmenettel az f e h  állításhoz 
vezet.
Hátravan az
(A) P. =  {p*},p*|K + l,P*>2,/(k) = 0 
V/c# 1 (mod p*)
eset vizsgálata. Ezt az esetet később vizsgáljuk.
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3. Lépés. Ri7«t 0. Megismételve a 2. lépés során 
alkalmazott gondolatmenetet, értelemszerű változ­
tatásokkal, a bizonyítás a következő esetekre azon­
nal adódik:
(1) R j legalább két elemet tartalmaz,
(2) Rí = {<?}, q)(K — \,
(3) R , = { 2 } , 2 | K - 1 ,
(4) R! = {q}, q \ K — 1, q > 2 ,  3k, 1 (mod q),
m *  0.
Egy eset marad ki:
(B)R,  =  {</*}, q*\K + l , q * > 2 ,  g(k) =  0 
V/c^ l(mod q*).
4. Lépés. Tegyük fel, hogy (A) teljesül. Ekkor
{7r|7r  ^1 (mod p*)} £  P. Innen levezetjük, hogy 
g(n) =  0, hacsak (n,p*)=l. Legyen k = l (mod p*), 
l e  {2, ..  . , p * — 1}. Mivel f(k) =  0, ezért létezik n\k, 
n e P .  Mivel 7t#p*, P,, ezért g(k + K) =  0. Mivel
K = — 1 (mod p*), k + K s l  — 1 (mod p). Beláttuk ez­
zel, hogy g(n) =  0, ha n > K  és « =  1,2,
p* — 2 (mod p*). Mivel n‘ = n ( m o d p ) ,  ha 
(p* — 1 )|(/ — 1), és g(n') = </(«)', ezért az n > K feltétel az 
n > l  feltétellel helyettesíthető. Ezért g(n) =  0, ha 
n > l ,  0 , - 1  (mod p*). Legyen n= — 1 (mod p*), 
n2 =  1 (mod p*), 1 ^ —1 (mod p*), mivel p* >  2, innen 
g(n2) =  0, g(n) =  0 következik. Beláttuk a következő 
állítást.
(ÁLL 1): Ha (A) teljesül, akkor g(n) =  0 minden 
olyan n >  2 egészre, amely nem p* hatvá­
nya.
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Belátjuk most a következőt.
(ÁLL 2): Ha (B) teljesül, akkor f(n) =  0 minden 
olyan n >  2 egészre, amely nem q* hatvá­
nya.
(B)-böl adódik, hogy {7t|7t^ 1 (mod q*)} Le­
gyen k =  l (modq*), /e { 2, . . -,q* — 1}. Mivel g(k) =  0, 
ezért létezik n\k, úgy hogy g(zr) = 0, és n^q*.  Ezért 
7reR, és 7t^R! s így f(k — K) =  0. Tehát f(n) =  0 
V«> 2, r t = \ , . . . , q *  — 2 (modq*). Mivel ha
(N,q*)= 1, akkor /V' = 1 (mod q*) alkalmas egésszel 
fennáll, s így /(ÍV) = 0, (ÁLL 2) igaz.
Innen már egyszerűen befejezhetjük a bizonyítást. 
Tegyük fel, hogy P, #0, R, # 0 . Az az eset van hátra, 
amikor (A) is, (B) is teljesül. Ekkor viszont az (ÁLL 1), 
(ÁLL 2) állítások igazak. Azt kell belátnunk, hogy 
(AP*)<P*, vagy f(q*)<q*. Mivel a (p*f — K =(q*f  
diofantikus egyenletnek rögzített p*, q*, K  esetén 
csak véges sok megoldása van, ezért f((p*Y — K )  =  0 
minden elég nagy a-ra teljesül, ezért a (11.23) feltétel 
miatt R{g,p*)< oo, azaz g(p*)<p* teljesül. Innen 
g e L azonnal adódik.
Tegyük fel most, hogy (A) teljesül, és =  0. Mivel 
Vp/p* prím R-hez tartozik, R, = 0, ezért f(m) =  0, ha 
m + K =£(p*)y. De ekkor /(7r) =  0 Vrc prímre, mivel a 
n* + K nem lehet p* hatványa, ha a elég nagy. Ezért 
f e l .
Tegyük fel végül, hogy Pj =0, és (B) teljesül. Mivel 
P tartalmaz Vn^q* prímet, és P! =0, ezért g(n) =  0, 
ha n — K ¥=(q*Y- De ekkor g(n) = 0 Vn prímre, mert
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7f  — K nem lehet q* hatványa, ha a elég nagy. Ezért 
geL.
Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük. ■
Főlemma. Legyen a irracionális, ß pedig valós szám 
a következő tulajdonsággal: valahányszor természetes 
számokból álló m, <ra2< . . .  végtelen sorozatra 
||mva||-*0 (v-»oo), mindannyiszor ||mv/?||->0
(v->oo). Ekkor ß =  koi + l, ahol k, l alkalmas egészek.
Bizonyítás. Ha a, ß, 1 racionálisan függetlenek 
akkor, mint ismeretes, az ({na}, {nß}) sorozat az 
egységnégyzeten mindenütt sürü, ezért a főlemma 
feltétele nem teljesülhet. Ezért alkalmas egész P, Q, r 
számokkal
Legyen most a lánctörtkifejtésének v-edik közelítő 
törtje p jq v. Tudjuk, hogy
továbbá, hogy \pvqv- { -  pv_ ,^v| =  1. Az a és ß közötti 
összefüggésből, í/v-vel szorozva
adódik. ||a<7v||->0 miatt \\qJi\\—>0 is teljesül, ezért 
Ppv +  rqv = lvQ, alkalmas Zv egésszel fennáll.
Az utóbbi egyenlet v helyett v — 1 választással is felírva, 
majd az elsőt qv-  ,-gyel, a másodikat <grv-vel végigszo­
rozva, és a kettőt kivonva egymásból
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P[Pv- 1 <7»-Mv- l] = QUy-I<?v-/v4v- l]
adódik. Mivel a bal oldalon ± P  áll, ezért Q\P.
P/Q tehát egész szám. Tegyük fel, hogy ß #  1. A 
(P,Q,r)= 1 feltétel és ß|P miatt (r,Q)= 1. Tekintsük 
most az n =  1 (mod ß) alakú számokat. Ezek közül 
kiválasztható olyan Jnv} végtelen részsorozat, amelyre 
nva||->0. Ekkor \nvß -»0 is teljesül, továbbá
tetlen. Tehát ß  =  l. A főlemmát beláttuk.■
3. §. Ebben a (II. 11) feltételt kelégítő teljesen mul­
tiplikativ függvények karakterizálását adjuk meg.
3. Tétel. Legyen B=  1 vagy B = p\ ' ..  . ahol 
Pi , . . .,Pj különböző prímszámok. Legyen / e M *  
f(Pi) = 0 {1=1,. . . j ) ,  és f(p) #  0, ha pJ(B. Tegyük fel, 
hogy
teljesül. Ekkor vagy f e  L, vagy f{n) =  x^n)n',+jz, ahol 
a, teM,  0 < o < k  és xB(n) multiplikativ karakter 
mod B. Ezekre a függvényekre a (11.26) állítás tel­
jesül.
Bizonyítás. A második állítás nyilvánvaló, ezt 
nem bizonyítjuk. Az első állítást a következő vázlat 
szerint bizonyítjuk be.
Feltesszük, hogy L.
(A) 1/ (n)| =  n \  0 < x <  k, ha (n,B) =  1.
(B) Legyen k > \ .  Ha Á > k — 1, akkor (11.26) igaz 
f(n) helyett v(n) =  n lf(n), k helyett k — 1 vá­
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lasztással. Ha Á<k — 1, akkor (11.26) igaz k 
helyett k — 1 választással.
(C) A tétel igaz, ha k =  1.
(AJ bizonyítása. Legyen H(n) = (EB - i f  \f{n). Ha 
k =  1, akkor innen H(ri)=f(n) adódik. (11.26) miatt
teljesül tetszőleges D állandóval.
Legyen q >  1, (q,B)= 1, ekkor
( l + z + . . . + z , _ 1 )í , = a o +  a i z + - -  - +  atfc-z'’
Világos, hogy Yj1! =  qk l . Másrészt f e  M* miatt
s (II.27)-ből
Tetszőleges N0 e N, (N0,B) =  1 esetén jelölje a0 azt a 
legkisebb nemnegativ egészet, amelyre N0 — a0B =  0 
(modq)fennáll, és N (-et definiáljuk az N0= a 0B +  qN , 
egyenlettel. Világos, hogy (N , ,ß )=  1 teljesül. Ekkor, 
(11.28) miatt,
fennáll. Az (N0,B)= 1 feltétel (II.29)-ben elhagy­
ható, mert a tétel feltétele szerint (N0,B)> 1 esetén 
H(N0) =  0, és (N0,B)> 1 miatt H (N l) =  0.
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Legyen
N 0 x
Mivel N, < — , és n < -  legfeljebb q számú külön-
q q
böző N0< x  számra lehet /V, =  /V,(/V0), ezért (11.29)- 
ből az
(c, alkalmas állandó) adódik. Ha [/'(g)| <qk~ \  akkor 
innen A(x) korlátossága egyszerűen levezethető, ami 
k =  1 esetén azt jelenti, hogy f  e  L, k >  1 esetén pedig, 
hogy (11.26) k helyett k — 1 választással is fenn­
áll. Tegyük fel most, hogy \ f (q) \=qk~l+v(q>0),  ha 
n<x/q  — B, akkor az n = N l egyenlet pontosan q 
számú különböző N0< x  számra következik be. 
Ezért (11.29) miatt az
egyenlőtlenség is érvényes, alkalmas c2 állandóval.
Másrészt, (II.30)-ból A(x)<x\  (II.31)-ből A(x)$>xn \  
minden rögzített e > 0  választással, adódik. Ezért
(11.32) miatt rj nem függhet q-tól. Ezért |/ (n ) | =  
_ nn + (k-i)  ^ (n,ß )= l. Belátjuk most, hogy r j< \ .
Mivel I — E b(Eb — I) + E b, ezért
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s az
U M =  £  |(£B-l)' f(n)\
n<x
függvényre teljesül az
U ,. , ( x )^ U l( x - B ) + U l. , ( x ~ B )  ( l= l , . . . ,k )  ( 1 1 . 3 3 )
egyenlőtlenség. A (11.26) formulából Uk(x) =  o(x) 
rögtön adódik. (11.33) miatt innen Uk_I(x) =  o(x2) 
következik. A (11.33) formulát többször alkalmazva, 
innen l / t _2W  =  o(x3),..  , ,U0(x) =  o(xk+I), azaz rj <  1 
azonnál kijön. Az (A) állítást beláttuk.
(B) bizonyítása. Mint azt az (A) bizonyítása so­
rán láttuk, (B) igaz, ha X < k — 1. Legyen Á > k  — 1, 
n(n) = n ~ */(«). Ekkor |n(n)| =  nk ~ 2 + n (0<rj<l) .  Ve­
gyük észre, hogy
Ágiin) = nAgtin) + B k A 1 v(n + B). ( 1 1 . 3 4 )
Legyen z/(n) =  'v(n). (11.34) és (11.26) miatt
(n + Bk)g(n + B)-ng(n) = A„, (11.35)
I ^ < o o .  (11.36)
(11.35) miatt
|0(«)|<l9(«-fl)| + —  (n>B).
n
s így a
bm= I  \ m \n<x
függvényre B(x)< B (x - B) +  c3 adódik. Innen 
B(x) = 0(x) azonnal következik. Mivel
56
továbbá a jobb oldali két összeg korlátos x-»co-re, 
ezért a v függvényre teljesül a (11.26) feltétel. De 
\v(q)\<qk~l is teljesül, s erre az esetre már (A) 
bizonyítása során beláttuk, hogy (11.26) k helyett 
k — 1 választással is fennáll. Ezzel a (B) állítást 
beláttuk.
(C) bizonyítása. Feltehetjük, hogy [/'(n)| =  nn 
(n,B)= 1. Legyen
f ( n )= n nt(n), |r(n)| =  l, ha (n,B)= 1.
Vegyük észre, hogy
Auf (n) =  n’Agífíi) + r jn y1 t(n + B) (n<n,<n + B),
ezért (11.26), k =  1 miatt
(11.37)
teljesül, azaz (11.26)/"helyett í-vel, k=  1 választással 
fennáll.
Elegendő tehát a tételt az |/(n)| = 1 (Vn), (n,B)= 1 
feltétel mellett bebizonyítani.
Tegyük fel, hogy f e  M*, |/(« )|=1 , ha (n,B)= 1, és 
f(n) =  0, ha (n,B) >  1, továbbá, hogy
X ~ lf (n +  B) —f{n)\ < oo. (11.38)
Legyen qt=  1 (mod B), q{> 2  (í =  1,2),
Tegyük fel, hogy q \<q i -  Valamely N e N egészre az 
N0, N i, . . ., illetve a n0, nu . . .  sorozatot definiáljuk 
a következő algoritmussal. N0 : = N, a0 az a legki­
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sebb nemnegatív egész, amelyre
N0- a 0B = 0 (m o d q {), IV ,= — —
<h
N v + j-et úgy kapjuk, hogy az előző eljárást N helyett 
N v-re alkalmazzuk. Legyen n0 := N, a0 az a legki­
sebb nemnegatív egész, amelyre
nn — anB
n0 — a0ß  =  0 (mod q2), n ,= ----------- .
Mivel qj=  1 (mod B), ezért /V0 =  nv =  n„ (mod ß) min­
den v, /i választásra fennáll.
A definícióból világos, hogy
q í ' N v- B < N v+l< q ; 'N x„ 
q2 ' n , -  B<nv + l <q2 'nv.
Ezt v =  0 , l , . ..  választással alkalmazva
adódik,
állandókkal.
Legyen
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írjunk most q x helyett q-1, az N0,Nl,. . . sorozatot 
definiáljuk ugyanúgy, mint q t esetében tettük. Le­
gyen
a m =  a ä '=[<,m- \ < A
A c = b - ~ .q - \
Észrevesszük, hogy N 0 e AJ) esetén N , és
így N v e _v (v = 0,l, .  . .)• Másrészt
\ f ( N j ) - f ( q ) n N J + i ) \ < Y e ( q N i + l  +  t B ) .  (11.39)
I = 0
Vegyük észre, hogy az Nj =  n egyenletnek qJ számú 
N = N 0 megoldása van. Használjuk ki ezt a tényt, 
valamint azt, hogy |/(q)| =  l. A (11.38) egyenlőtlen­
ségből, j  =  0,1, . . .  ,v — 1 választással alkalmazva azt,
sinnen
< rM I  I/(N 0) - / ( ‘?),/(^ .)I« ? P (9 M“v) (11-40)«neAH,
adódik.
Tekintsük most helyett a q l, q2 egészeket, a 
mondott q l < q u q2>2,  =  1 (mc,d ß) feltéte­
lekkel. Legyen H, nagy rögzített egész,
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Világos, hogy A ^’* <  A^1/* valamely alkalmas M2 
egészre. Miután rögzitettük /í,-et, a v1; v2 egészeket 
válasszuk nagynak, és úgy hogy
teljesüljön. Most válasszuk M r et az M 1= v 1 + H„ 
egyenlet szerint, M2-t pedig úgy, hogy AJ^* < A^1,’* 
teljesüljön. Legyen / / 2 =  A/ 2 —v2. Világos, hogy 
H2-*oo, ha Hi~*oo.
írjuk most át a (11.39) egyenlőtlenséget a q = q ,, 
q = q2 választásnak megfelelően:
Legyen N 0 e  A1^ 1*. Világos, hogy
továbbá
n,26 A£>»*, N „6 A“
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Ezekből, s (II.40)-ből
következik. Mivel Ajj2/* £  ezért q t "'q"2 abszo­
lút korlát alatt marad. Innen |(VVl — nV2| <  cAB adódik, 
alkalmas c4 > 0  állandóval. Mint már mondtuk,
N V1 =  N V; (mod B),
ezért
esetén
N0e \ W
s így elég nagy H2 esetén
következik. (11.42), (11.43), (11.44) segítségével
l/(<?i), , -/(<?2), í l Z  1«4?'7’(9Í''~1) +  ‘?2'2p(<?22“ 1)-
■VnF AmV*
(11.45)
Mivel rögzitett H, esetén ql2 1<q lí ' ,  q™' < q ¥ 2, ezért 
II ~ l i ^ ) " f ( q i r 2\<p{qH\)+ p { q V '  ')• (U.46)
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Innen
Világos, hogy (11.46) jobb oldala zérushoz tart, ha 
H { — > c x j .
Legyen f(q,) =  exp(2niA, log q,) (/=  1,2). A követ­
kező állítást bizonyítottuk be. Ha (vWi/*) ( /=  1,2,...) 
pozitiv egész számpárok olyan sorozata, amelyre 
v^ * log q { — v(2J) logq2-*0, akkor
llvV’4 , \ ogq í - v ^ ' A 2 lo g <?2||-*0 (/'-*oo). (11.47)
Rögzitsük q2-l, válasszuk prímszámnak, s tegyük 
fel, hogy A2=0.  Ekkor az előbbi állításunk a követ­
kezőképpen fogalmazható. Ha .v1/ 1 olyan sorozat, 
amelyre
|log<?l 
log q2
. 0,
akkor
HvV’/t, log 9, | |—»0 (vV’-»oo).
A főlemma szerint ekkor érvényes a következő. Ha
log <7, . . ...--------=  irracionális,
log <72
akkor
A, log<7, = / £ ( < / , + 
log q2
ahol k(qt ) és l(q{) alkalmas egész számok. Ez igaz 
minden
ű. = l(modB), ö íc q , ,  j-—■— = irracionális
log<?2
esetben. írjunk qx helyébe m-et, n-et, majd mn-et. 
/ e M*, tehát
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teljesül. Innen
(mii)11™1 =  m*""’ • ii“”1 • q'r" (11.48)
teljesül, alkalmas lm n egésszel. Ha (m,n)= 1, vala­
mint (mn,q2) =  1, akkor a prímfelbontás egyértelmű­
ségéből k(mn) = k(m) — k(n) következik. Igaz tehát a 
következő.
Létezik olyan Legész, hogy n s lfm o d  ß), n > q l  
(n,q2) =  1 esetén k(n) =  L, következésképpen f{n) = 
=  exp(27iir log n) (r = L/log q2).
Az n > q \  feltételtől könnyen megszabadulhatunk. 
Legyen ugyanis n0 =  1 (mod B) tetszőleges, (n 0,q 2) =  1. 
Legyen n > q 2, n = 1 (mod ß). Ekkor f ( n 0) = f ( n n 0)f(n), 
másrészt n -re és nn0-ra igaz, hogy /(JV) =  exp(2mT log N) 
(N =  n , n n 0), ezért n0-ra *s >gaz- Másrészt /(<j2)= U 
exp(27tÍT log q 2) =  1 miatt /(q 2) = exp(27UT log q l2) is 
igaz. Belátjuk most, hogy az f (q2)z= 1 feltétel nem 
jelent különösebb megszorítást.
Legyen /  a (11.26) megoldása k = 1 mellett, s tegyük 
fel, hogy |/(n )|=  1 (Vn e  N), (n,B)= 1 esetén. Legyen 
/(q 2) =  exp(2tt i/log q2) alkalmas 2 valós számmal. 
Legyen f(n): =  /(n)exp( — 2ni2 log n). Könnyen belát­
ható, hogy (II.26)-nak f  is megoldása, s erre teljesül 
a feltétel, ezért f(n) = exp(2nh logn), ha
n=  1 (mod B). Beláttuk ezzel, hogy ha /  megoldás, 
akkor /(n ) =  exp (2ni2 log n) Vns 1 (mod B) esetén. 
Tekintsük most /helyett az f l(n)=J{n) exp( — 2m21ogn) 
függvényt. Ez ugyancsak megoldása a (11.26) egyen­
letnek k =  1 -gyei, s | fi(ri)\ =  1, illetve 0 aszerint, hogy 
(n,ß) =  1, illetve(n,ß)> 1. Fennáll továbbá a J\(n)= 1 
(Vn e M), n =  1 (mod ß). MivelJ\ e M*, ezért/ ,  perio­
dikus. Legyen ugyanis m l =m 2(mod ß), (m1,ß )= l.
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Ekkor található olyan N, hogy mi N =  m2N = \  
(mod B), s ezért 1 = f l(m1N)=fi(m2N), azaz j \ (ml) =  
= /i(m 2). Ekkor viszont f l mod B multiplikativ ka­
rakter,/,^) = x B(n). Ezért f(n) =  xB(n)niX. Ezzel (C) és 
így a tételünk is bizonyítást nyert.®
4-§.
4. Tétel. Legyen f , g e M * ,  K >  1 egész. Tegyük 
fel, hogy f(n)= g(n) =  0, ha (n,K)> 1 és /(« )#  0, 
g(n)=£ 0, ha (n,K)= 1. Tegyük fel továbbá, hogy
(11.49)
vagy
(b) f(n) = nsF(n),g(n) = nsG(n), 0 < R e s < l ,
G(n +  K) =  F(n) (VneN) (11.50)
teljesül. Fordítva, ha az (a), illetve a (b) feltétel 
teljesül, akkor /  és g kielégítik a (11.49) feltétel.
Bizonyítás. A második állítás nyilvánvaló. Az első 
állítás bizonyitásához tegyük fel, hogy az (a) feltétel 
nem teljesül. Ekkor f  $ L, g$ L.
Megmutatjuk először, hogy \f(n)\ =  \g(n)\ Vn> 1 
esetén fennáll. Mivel ||</(n +  /C)| —|/(n)||<|</(n + K) — 
— f(ri)I, ezért (11.49) az | / | ,  \g\ függvénypárra is 
teljesül. Legyen f , g >  0. Legyen továbbá
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//(«): = (M
/(«)'
Ekkor vagy
H(n) az (n,K) =  1 feltételt kielégítő m-ekre egyértel­
műen definiálva van, és H(n)>0. Legyen C pozitív 
egész, (C ,K )=1, C - l= A p , (p,K)= 1 (A +1,X )=1, 
ahol A minden prímosztója osztója K-nak. Belátjuk, 
hogy
H ( / + 1 )  =  H ( C ) .  ( 1 1 . 5 1 )
A (11.49) formulát többször alkalmazva,
I  ttIs (C )/( (A  +  1 )pN) -  g(C)g((X + 1 )pN + K)| <  oo, 
n N
I  ^tIsK(A +  1 )pCN + KC) — / ( ( 2  +  l )pCN + KXp)| <  oo,
N N
Z  l : \ m f  (U  +  \ )CN + KÁ.) — f(p)g(U  +  1 )CN + K(il +  1 ))| <  oo,
n /V
Z  m C N  +  K ) - f ( p ) g (X + \ ) f (C N) \  <  ooN /V
adódik. Innen, a háromszög-egyenlőtlenség több­
szöri alkalmazásával,
Z  +  • )í í p ) ~  f ( p W  + 1  ) /(C ) | ■ | / (  N)\ <  oo.
V  N
Mivel f  $ L, / (p )# 0 , (11.51) azonnal következik.
Legyen Á =  K* olyan szám, amely K minden 
prímosztóját legalább az első hatványon tartalmaz­
za, s nincs más prímosztója. Legyen C =  \ +  K*p, 
(p,K) =  1. Ekkor (A + 1,K)= 1 nyilván teljesül, s ezért 
(11.51) miatt
H( \-K*p)=H(K*  + l). ( 1 1 . 5 2 )
Legyen v olyan pozitív egész, amelyre (v, K ) =  1. Mi­
vel (1 +K *)V=  1 + vK* +  . . . = 1 + p K *, (p, K ) =  1, így
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//((1 + K*Y)= H( 1 +  K*), s H > 0  miatt, következik, 
hogy H(\+K *)  =  0. Legyen n = \ ( m o d K ) ,  tetsző­
leges. Mivel n =  \ +  K*p, (p,K) =  1 alakban írható, 
ha K*-ot ügyesen választjuk, ezért H(n)= 1. Mivel 
(m,K)=l esetén m^K)=  1 (mod K), ezért =  1,
és H >  0 miatt H(m) =  1. Beláttuk tehát, hogy H(n) =  1, 
hacsak (n,K)= 1. Legyen h{n) = \f(n)\ =  \g(n)\. (11.49) 
miatt
|/i(» +  K)-h(n)|
^  y,
h £ L ,  ezért a 3. tétel szerint h{n) = na ( 0 < ct<1).
Legyen f i(n) =  n~af(n), g1(n) =  n~IIg(,n). Ekkor 
(II.49)-ből a
^ Is ,(n + /C)-/,(")!
2 , -----------------------< °on
formula egyszerűen következik. Ezért elegendő a 
tételt az |/(n)| =  |g(n)| =  1 esetre bebizonyítani. 
Tegyük fel, hogy |/(n)| =  |g(n)| =  1, (n,K)= 1.
A bizonyítás során lényegesen felhasználjuk, s 
később bebizonyítjuk a következő tétel.
5. Tétel. Legyen U,Ve  A*, legalább az (n,K)=l 
feltételt kielégítő n egészekre definiálva. Tegyük fel, 
hogy
-  Y  ||K(»i +  K )-l/(/i)||-»0 ( X - .0 0 )  (11.53)
X „ í,{n,K) = 1
teljesül. Ekkor exp(2rei(K(n)-U{n))) =  xK2(n), ha 
(n,K)= 1, ahol xK2 mod K 2 multiplikativ karakter.
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Folytassuk most a 4. tétel bizonyítását. Legyen 
/(n) = exp(27ril/(n)), 0(n) =  exp(27íiK(n)) az (n,K)= 1 
halmazon. Mivel U,Ve  A*, továbbá
ezért a (11.53) feltétel nyilván teljesül. Az 5. tétel miatt 
g(n) =  xK2(n)f(n), s ezért
X  — IXjo(»> + K )/( 'i +  K )- /( 'i ) l< o o . (11.54)
n
Legyen
£ (« ):=  f i  **i("+V'K). (n,X)= 1. (11.55)
Észrevesszük, hogy E(n) mod K periodikus. Le­
gyen E(n) =  C(i), ha rc =  i(mod K). (11.54) miatt
X  - | / ( n  +  K 2) - C ( i ) / ( n ) | < o o ,  ( K , i ) = l .
n= i(mod K)
Legyen h olyan pozitív egész, hogy C(i)h =  1 min­
den i-re. h =  (p(K2) például megfelelő állandó. Legyen 
£ =  C(i). Mivel
X í* "' [ / ( «  + jK 2) - / ( «  +  ( / - 1 ) K 2) W ( «  +  (iK2) - / ( / i ) ,
j=i
ezért
X  '■\f(n + h K 2) - m \ <  00,
» H
más szóval
X - ke8 - n m \  <00 (n.56)
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B =  hK2 választással. Legyen h =  (p(K2), ß =  ß ,ß 2, 
ahol ß, ß-nek pontosan azokat a prímosztóit tar­
talmazza, amelyek ß-hez relatív prímek. Legyen 
n — mBl. Mivel (Ev - I ) f ( m B x)= f ( B x)(EB2-l ) f (m ) ,  
és / ( ß , ) # 0, azaz létezik olyan ß( =  ß 2), amellyel 
(11.56) teljesül, s minden prímosztója K-nak osztója. 
Ezért a 3. tétel feltételei teljesülnek, következésképpen 
f(n) =  '/Jn)n'\ Legyen F(n): = *„(«), G(n) =  '/K2(n)/Jn). 
Már láttuk, hogy g(n) =  xKÁn)f(n) =  G(n)n'\
Mivel (n +K)'x =  n'x+ 0(\/n), ezért (11.49) miatt
(11.57)
teljesül. A Fés G függvények periodikusak mod[F2,ß], 
ezért (11.57)csak akkor teljesülhet, ha G(n + K) = F(n) 
V(n,X)= 1 esetben fennáll.
Beláttuk tehát, hogy (b) teljesül. Ezzel bebizonyí­
tottuk a 4. tételt. ■
Ezen felül az is kijött, hogy
f(") = XiM  G faH Z uM W ”) (11.58)
alakú.
5. §. Ebben meghatározzuk (11.50) összes megol­
dását. 6
6. Tétel. Legyen K e N, F,GeM*,  s tegyük fel, 
hogy
G(/i + K) =  F(n) (VneN) (11.59)
teljesül, továbbá, hogy F(n) =  0, ha (n,K)> 1, és F(n) /  
# 0 , ha (n,K)= 1. Ekkor a következő állítások 
érvényesek.
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(a) F(n) = G(n) =  XKÍn) a (H-59) megoldása minden 
Xic mod K vett multiplikativ karakterre.
(b) Nincs más megoldás, ha K páratlan, vagy ha 
K = 0  (mod 4).
(c) Ha K = 2R, (F ,2 )= l, akkor a további meg­
oldások
F(n) = x(n$)ip R(n); 
G(n) = x(n;4)F(n)
alakúak, ahol ipR(n) mod R tetszőleges karak­
ter; *(n;4) a mod 4 vett nem-főkarakter; *(n;8) 
pedig a következő formulákkal definiált mod 8 
vett karakter:
1, ha n=  ± 1 (mod 8) 
— I, ha n= +3  (mod 8)
, ha R = 1 (mod 4),
x(»;8>=
1, ha n= 1, 3 (mod 8)j 
— 1, ha n = 5, 7 (mod 8))
ha R = — 1 (mod 4).
Bizonyítás. Ha (11.59) teljesül, akkor (F,G) =  ( f  g) 
választással (11.49) is. Megmutatjuk, hogy F<£ L. 
Tegyük fel, hogy F, G megoldása (II.59)-nek. Ekkor 
|F|, |G| is megoldás. Legyen
Ekkor H(n) az (n,K)= 1 halmazon egyértelműen van 
definiálva, H(n)>0. Ugyanúgy, mint azt a 4. tétel 
bizonyítása során bevezetett H(n) függvényre belát­
tuk, most is belátható, hogy H(n)= 1. Ez azt jelenti, 
hogy (11.59) teljesülése esetén | F(N) \ =  | G(N) | 
(=F(/V)), (V/VeN), s teljesül (11.59) miatt a
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T(N +  K)=T(N)  (VAeN) egyenlet. Mivel TeM*, és 
mod K periodikus, ezért mod K karakter, mivel T >  0, 
így csak a főkarakter lehet. Ekkor viszont F^L. A 
mondottak miatt a (11.59) feltételnek eleget tevő (F, G) 
párra a 4. tétel (b) feltétele teljesül, ezért mint azt a 4. 
tétel bizonyítása során láttuk, (11.58) teljesül. Itt B 
olyan alkalmas egész szám, amely K  prímosztóit 
tartalmazza, s nincs más prímosztója ezeken kívül. 
Mivel B\Ka alkalmas a egész esetén, ezért B = Ka, a >  2 
feltehető. így F(N) =  xkÁN), G{N) =  XkÁN)Xk«(N), s 
fennáll a
G(N + K) = F(N) {N>  1) (11.60)
összefüggés. Az F,G függvényeket negatív egészekre az 
F ( - N )  =  XkÁ - N ) ,  G ( - N ) = X kÁ~N)XkÁ - N )  for­
mulákkal definiáljuk. Ekkor tK“> N  esetén
F ( -  N) = -  /V)= -  /V) =
= F(tK* — N) = G(tK', + K —N) =
= XKÁtK'-N + K)XKJL-N + K) = G ( - N  + K) 
teljesül. Azaz (11.60) minden N egészre fennáll. Ezért
XkÁN + K)F(N + K)=F(N)  (11.61)
minden N egészre. Továbbá F modK* karakter. 
Legyen N + K =  1. Ekkor (II.61)-ből
F ( l - K ) = l ,  F(K — 1) =  F( — 1) (11.62)
Legyen A + K =  — 1. Ekkor
Xjtá — 1 )F( — 1) =^  F( -  K - 1 )  =  F( -  1 )F(K + 1),
X ^ - l )  = F(K + \). (11.63)
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Tekintsük először a XkÁ ~  1)= + 1 esetet. (11.63)- 
ból F(K + 1)=1. (II.61)-be N = 1 értéket téve, 
Xk2(1 +  X) =  1. Mivel (1 +  K)v=  1 + vX (mod X2), 
ezért xK2( l + v X ) = l  ( v = l ,  2, . ..).  Ekkor viszont 
XK2 mod X is periodikus. Legyen ugyanis A =  B (mod X), 
(A, X) =  1. Legyen A 1 olyan egész, amelyre A A ~1 =  
= 1 (mod X) teljesül. Ekkor 1 =  1 (mod X) is 
fennáll, Xk2( B A 1) =  É s ezért Xk2(B) — XkÁ-A). írjunk 
most rendre N =  1, X +  l, 2X + 1, . . .  értékeket 
(II.61)-be. Innen 1 =F(1) =  F(1+X) = F(1+2X)= . . .  
adódik. Ezért F mod K karakter, következésképpen 
F(N)=F(N + K), tehát XkÁN + K)=  1, ha (N, K)=  1. 
Ez azt jelenti, hogy Xk2 főkarakter. Érvényes tehát: 
F(N) = G(N) = Xk(N), Xk valamely mod K  karakter. 
Ezeket a megoldásokat az (a) eset tartalmazza.
Legyen most *K2( -  1)= -1 .  Ha a (xK2,F) pár 
megoldása a (11.61) egyenletnek, akkor a ( x h f 2) E 
megoldása. Ez azonban már vizsgált eset, mivel 
Xk2{ — 1) =  -El. Ezért / i 2 csak főkarakter lehet, azaz 
XK 2 kvadratikus karakter, tehát valós értékű. (11.62) 
miatt F(K +  1)= —1. (II.60)-ba N =  1 értéket írva 
Xk2(1 + K ) =  — 1 adódik. Mivel (K +  1 )2 =  2K + 1 
(mod K 2), ezért ^k2(2K + 1)=1.  Továbbá 
(2K +  1)vs 2vX + 1 (modK 2), s ezért xk2(2vK + 1)=  1 
(v=l , 2 , . . .). Következésképpen Xk2 mod 2K is peri­
odikus.
Legyen K páratlan. Mivel Xk2 periodikus K 2 és 
2K szerint, ezért a két periódus legnagyobb közös 
osztója, azaz K szerint is az. Ezért Xk2 =  Xk m°d X 
karakter. (11.60) helyett tehát x*.-(N)F(/V +  K) = F(N) 
is érvényes. Ezt N helyett iV + X-val is alkalmazva
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F(N +  2K)xk(N)xk(N +  K) = F(N), azaz F(N) =  
= F{N + 2K) adódik. F periodikus 2K szerint. Mint 
tudjuk, F mod K a karakter, ezért F periodikus 
(2K ,K a) = K szerint. Ezért F(N)= F(N +  K). Ez csak 
akkor állhat fenn, ha Xk(N) főkarakter.
Ezt a megoldást már vizsgáltuk. Beláttuk tehát, 
hogy páratlan K esetén nincs más megoldás, csak 
F(n) =  G(n) =  **(«).
Legyen most K páros. Legyen (n,K)=  1. Ekkor n 
páratlan. Mivel (n +  K)(l + K)=n + K ( n +  1 ) + K 2 =  
= n (mod 2K), ezért Xn2(n + ^)XkA 1 +  K) =  Xx4nl  és 
így XK2(n + K)= — XkÁ*1), minden n-re. Ezért 
XK2(n +  2K)F(n + 2K)  =  F(n + K) = x KÁ" + K)F(n), 
azaz F(n + 2K)=  — F(n), azaz F(n +  4K)=F(n). 
Következésképpen F mod 4K karakter. Továbbá 
F((m +  K)(n + K)) =  ( -  XkA™)) ( -  Xk 2(n))F(mn) =  
= X(w«)F(mn). A bal oldal F(mn + (m +  n)K + K 2). 
Ha 4|K, akkor K2 =  0(mod4K), s. ez egyenlő az 
F(mn+(m+n)K) számmal. Ha még m +  n sO (mod4) 
is teljesül, akkor helyette F{mn) írható. Tehát 
m + n =  0  (mod 4) esetén F(mn) = XnÁmn)F(mn)• Le­
gyen m =  1, n= — 1. Innen Xk2(~  1) =  1 adódik, felte­
vésünkkel ellentétben. Nincs tehát a XkA ~  1)= -1  
feltételt kielégítő megoldás, ha 4|K.
Legyen K = 2F, (R,2)— 1. Mivel F mod 4 K karak­
ter, Xk2 mod 2K karakter, ezért
f(«) = z(«;8)iM«),
ipR mod R, *(n;8) mod 8, x(n;4) mod 4, x(n;F) mod R 
multiplikativ karakterek. Ezeket a (11.60) egyenletbe
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helyettesítve
X(n + K;4)x(n+ K,R)x(n + K,8)i/>„(n + K) =
=  Z(n;8)i//K(n) (11.64)
adódik. Mivel ipR(n) =  j/R(n + K), ezért (I1.63)-ból 
következik, hogy x(n,R) állandó az (n,R)= 1 értékek­
re, ezért x(n;R)=l (Vn e N), {n,R)= 1. Továbbá 
X(n +  K A ) =  -x{n\4), s így
-Z(n;4)z(n + 2R;8) = xM ). (11.65)
Az olvasóra bízzuk annak a belátását, hogy (11.64) 
éppen akkor teljesül, ha x(n;8) teljesíti a tétel (c) 
állításában foglalt feltételeket. Ezzel a 6. tétel 
bizonyítását befejeztük. ■
6. §. Ebben bebizonyítjuk az 5. tételt.
Legyen H(n)=V(n)—U(n), e{n)= V(n + K)— U(n), 
E(n) az e(n)-hez legközelebb lévő egész szám, 
e(n) =  e(n) — E(n). Legyenek m,peN  olyanok, hogy 
(mp, K ) =  1, p>2, s legyen
ó p{m):  =  H(p) + H(m)  +  H ( m  +  K ) +  . . . +  H ( m  +  ( p - 2 ) K ) .
( 11.66 )
Mivel
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ezért
e(n)-[Xpn) + . .. +  e (pn  +  (p — !)/()]=  — ő p( pn  +  K).
Világos továbbá, hogy
|| óp(pn + K) ||< ||ä(n) || +  || í(pn)|| +  . .  ■ +  II e.(pn + (p -  1)K) ||,
ahonnan (11.53) miatt
-  I  l | á » l l - 0  (x ► oo) (11.67)X m<x m = X'lmod p)(m. K)= 1
adódik.
Legyenek most p, q, r olyanok, hogy p > q , r = 
=  p — q +  1, (pqr,K)= 1, m olyan egész, amelyre
m = AC(modp), m = K (mod q), (11.68)
m + (q — 2)K sO(mod r), (11.69)
( m , K ) =  1 (11.70)
teljesül. Ha p, q, r, m ilyen négyes, akkor
óp(m) =  H(p) + [//(m) + . . .  + H(m + (q -  2)K)] +
+ [//(m +  (9 - l )K )+  . . . +T/(m + (p-2)K )] =
=  //(p) + [á,(m) -  //(q)] + [ár(m + (q -  1 )K) -  //(r)] =
= [//(p )-H (q )-//( r)] + ó,(m) + ár(m + ( í /-  1)/C). (11.71)
Innen
|| H ( p )  -  H ( q )  -  H ( r ) || < || <5p(m) || + || <5,(m) || + 1| dr(m +  ( q  -  1 ) K ) ||
adódik. Ha van olyan m, amelyre a (11.67) —(11.69) 
feltételek teljesülnek, akkor azon m-ek sűrűsége, 
amelyre ezek a feltételek teljesülnek, pozitív. (11.66)
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miatt
||//(p)-//(< j)-W (r)|| =  0 (11.72)
fennáll.
Legyen r adott, q =  pr + 1, p = (1 +  rj)r,m = pqv +  K,  
ahol t], v pozitív egészek. A (11.68) feltételek teljesül­
nek. (11.69) ekvivalens a
pqv + (q - \ )K  =0(m od r)
feltétellel. Ez azonban r|<^  — 1, r\p miatt teljesül. 
Tegyük fel még, hogy
(pqr,K) = (liqr + IX1 + q),K) = 1.
Ekkor (11.72) miatt
H(( 1 +  q)r) -  Hi,qr+ I) -  //(r) =  0 (mod 1),
azaz
H{\ +q) — H(\ +/7/) = 0(mod 1) (11.73)
a
(r<(jr+IKl+ij),K)=.t (11.74)
feltétel mellett érvényes. Legyen q = ÁK. Ekkor 
(11.74) teljesül, hacsak (r,K)= 1. Ezért
//(l + Ä K )-//(I +rxK) = 0(mod 1), ha (r,K)= 1.(11.75)
Most a következő kézenfekvő állítást fogjuk 
alkalmazni. Ha (Á,K) = (p,K), akkor léteznek r, s K- 
hoz relatív prím egészek, amelyekre rX = sp fennáll. 
Ezért, (11.75) segítségével,
//(l+ á /C )-//(l+ /< K ) = 0(mod I), ha U,K) = (/i,X).
(11.76)
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(II.76)-ból levezetjük, hogy H(ri) mod 1 periodikus 
K 2 periódussal. Legyen i s ß f m o d K 2), (A ,K) = \ .  
Legyen 6 olyan egész, amelyre A9=  1 (mod K 2). Ha 
A0= \ +uK,  B6= \ +vK,  akkor u — rsO (m od  k), 
ezért (u,K) =  (v,K), s így H(B0)-H(A9) = 0 (mod  1), 
azaz H(B) — H(A) =  0 (mod 1). Tehát H(n) periodikus 
K 2 periódussal. Ezzel a tételünket beláttuk.®
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III. KOMPAKT TOPOLOGIKUS 
CSOPORTOKBA KÉPEZŐ SZABÁLYOS 
ADDITÍV FÜGGVÉNYEK
l.§. Az ebben a fejezetben tárgyalt tételek 
Daróczy Zoltán és a szerző közös eredményei [8],
[9].
Legyen G Abel-csoport, metrikusan kompakt az 
összeadásra nézve. A függvényt additívnak
nevezzük, ha minden m,n e N, (m,n) =  1 esetben 
q>{mn) =  (p(m) + <p(n). Az additív függvények osztályát 
jelölje Ag. Ha az előbbi egyenlet korlátozás nélkül, 
tehát minden m,n e N esetén teljesül, akkor (p-1 
teljesen additívnak nevezzük, s mindezen 
függvények osztályát A£-gaI jelöljük.
Ha G-t multiplikativ csoportnak tekintjük, azaz a 
műveletet G-ben szorzásnak nevezzük, akkor a 
V(nm)= V(n) ■ V(m) feltételt kielégítő K:N-+G 
függvényt multiplikatívnak, illetve teljesen multipli- 
katívnak nevezzük, aszerint, hogy a feltételi egyenlet 
teljesülését csak a relatív prím számpárokra, illetve 
minden m,ne N számra követeljük meg.
Metrikusan kompakt Abel-csoportra a legegy­
szerűbb példa az egydimenziós tórusz, jelölje T, 
másszóval az egységkörvonalon lévő komplex 
számok multiplikativ csoportja. Az AT osztály 
elemei a komplex értékű multiplikativ függvények 
közül azok, amelyek értékei az egységkörvonalra 
esnek.
Legyen {xv} végtelen sorozat G-ben. Azt mond­
juk, hogy ez D tulajdonságú, ha minden konvergens
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{xvJ®=i (v1c v 2< . . . )  részsorozatra az {xVn + 1}®=1 
részsorozat is konvergens. Azt mondjuk továbbá, 
hogy {xv} A tulajdonságú, ha xv+1 — x v-»0 (v->oo). 
Világos, hogy minden A tulajdonságú sorozat egyút­
tal D tulajdonságú is, fordítva azonban ez nem igaz. 
Jelölje Ag(D), illetve AG(d) azoknak a (pe AG 
függvényeknek az osztályát, amelyekre az 
{x„ =  (p(n)} sorozat D, illetve A tulajdonságú. Az 
Ag(D), AG(d) függvényosztályokat a
A*(D) = AG(D)fjAJ,
AS(/t) = AG(J )n A Í 
formulákkal definiáljuk.
Wirsingnek a II. fejezetben idézett tételét úgy 
fogalmazhatjuk, hogy q> e AT(zl) akkor és csak akkor 
teljesül, ha
ip(n) =  t  log n (mod 27t) (III.l)
valamely t e ÍR állandóval. Wirsing tételét fel­
használva később teljesen meghatározzuk az AG(d) 
osztályt, tetszőleges metrikusan kompakt G Abel- 
csoport esetén.
2.§. Kiindulásul belátjuk a következő állítást.
1. Tétel. Ha G metrikusan kompakt Abel-cso- 
port, akkor
Ag(D) =  A*(J). (III 2)
Bizonyítás. Az A £(d)sA £(D ) állítás nyilvánvaló. 
Legyen <pe A£(D). Jelölje T az {a„} : =  {(p(n)} soro­
zat torlódási pontjainak a halmazát. Legyen g e T, 
N í < N 2<  és n1< n 2< . ..  olyan indexsorozat,
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amelyekre (p(nk)^>g (N-+ 0 0 ). Ekkor léteznek
0 i,02 e G  elemek úgy, hogy <p(nk +  \)->gu 
cp(Nk +  \)->g2. Tekintsük most az {Nk}, {nk} sorozat 
{n*} egyesítését, az elemeket nagyság szerint rendez­
ve. Ekkor (p(n*)->g, továbbá {q>(n* +  1)} határértéke 
létezik. Ezért g { = g 2- Beláttuk ezzel, hogy az
fr(0): =  0i=lim</>K+l)
összefüggéssel definiált F leképezés függvény, mivel 
g, csak í/-től függ.
Vegyük észre, hogy F(T) =  T. Ha g e  T, akkor 
lim q>(nk) =  g teljesül alkalmas {n*} részsorozatra.
k
Mivel G metrikusan kompakt, ezért a {cp(nk— 1)} 
sorozatból kiválasztható konvergens részsorozat,
azaz lim (p(nkl— \) =  h, alkalmas nk-re. Ekkor h eT ,
F(h) =  g-
Legyen R =  {<p(n)|ne N}. Kimutatjuk, hogy
R + T cT . (III.3)
Legyen g e T, N e N. Ekkor lim (p(nk) =  g alkalmas 
n, < n 2 <  ■ ■ ■ indexsorozatra. Mivel cp(Nnk) =  
= (p(N) + cp(nk), ezért cp(Nnk)-Kp(N) + g, <p(N) + g e T, 
(III.3) tehát igaz.
1. Lemma. T zárt részcsoport G-ben.
T zártsága nyilvánvaló. Legyen g lyg2 eT ,  
lim <p(nk) =  g u lim (p(Nk) =  g2. Ekkor, epe Ag miatt 
<P(nkN k)->g, + g 2, azaz + g 2 e T. T biztosan félcso­
port. A zártság miatt T kompakt félcsoport, s mint 
ismeretes, ekkor T csoport (lásd [7], (9.16)). □
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2. Lemma. Ha gn e T tetszőleges sorozat, akkor 
alkalmas {Nj} (Nj e  N) monoton növekvő sorozatra
3„ —<p(A/„)->0, F(gn) — <p(N„+ l)->0 (n—»oo). (III.4)
Továbbá F folytonos T-n.
Az első állítás nyilvánvaló. Legyen gn-+y 
(gn, g e  T). Az N y < N 2 < ■ ■ ■ indexsorozatot válasz- 
szűk úgy, hogy (III.4) teljesüljön. Mivel gn->g, 
ezért (p(Nn)—>g, s így (p(Nn+ \)^F(g),  továbbá 
F(gn)^F(g).D
Az 1. Lemma és (III.3) miatt OeT.
3. Lemma. F(0) =  0, F( — (p(k))= — cp (k) (K =
=  1, 2, . . . ) .
Legyen g e T ,  N k olyan, amelyre (p(Nk)^g.  Az 
(x +  1 )2 =  x(x +  2) +  1 azonosságból kiindulva, ezt 
x — Nk választással alkalmazva, figyelembe véve 
továbbá, hogy a {(p((Nk + l)2)}, {<p(Nk(Nk +  2))}, 
{cp(Nk(Nk + 2)+ 1)} sorozatok határértékei léteznek,
F(g) + F(g) = F(g + F'2'(g) (III 5)
érvényes. Itt F,u(g): =  F(g), F,k + 1 \ g ) : =  F(F(<%)). 
F(T) =  T miatt F<2,(T) =  T. Ezért létezik g e T ,  amely­
re Fi2\g) =  0. (III.5)-öt g-ra alkalmazva F(g) =  0 
adódik. Mivel 0 =  Fi2\g )=  F(F(g))= F(0), ezért 
F(0) =  0.
Mivel <p(k) e T, T csoport, ezért — <p(k) e T. Legyen 
(p(Nj)~* — cp(k). Ekkor (p(kNj)->0, (p{kNj)—>0,
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<p(kNj +  k)^F(kX0), F<'°(0) = 0, ezért tp(Nj + 1) =  
= (p(kNj + k)-(p(k)->-(p(k),  s így F(-(?(/c)) = 
— (p(k). □
4. Lemma F(g) =  g (Vge T).
Mivel T csoport, és R mindenütt sürü T-ben, ezért 
- R  mindenütt sürü T-ben Az F(g) — g függvény 
folytonos T-n, továbbá zérussal egyenlő a — R 
halmazon, ezért F(g) =  g (V^eT) teljesül. □
Most folytatjuk a tétel bizonyítását. Tegyük fel, 
hogy Acp(n)-f*0. Ekkor alkalmas ni < n 2 <  ■ ■ .részso­
rozatra A<p(nj)->h( #0). Az {n,} sorozatot alkalma­
san kiritkítva konvergens {<?(«;,)} sorozatot kapunk. 
Legyen (p(nh)->g(1-*oo). Ekkor (p(njl +  \)->F(g) =  g. 
Másrészt (p(njl +  l)->g +  /i, ami ellentmondás. Tehát 
Acp(n)->0 (n-*oo), <peA£(/J). Tételünket bebizonyí­
tottuk. ■
3.§. Legyen G Abel-csoport, (p:N —>G teljesen addi­
tív függvény, azaz
formulával <p értelmezési tartományát Q>x-re kiter­
jeszthetjük.
(III 6)
teljesül.
Világos, hogy a
(III 7)
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Multiplikativ írásmódot használva, ha 
teljesen multiplikativ, azaz
y(mn)=V(mmn)  (Vm,neN), (III.8)
akkor a
v(^J:= V (m )V - '{n)  (III.9)
formulával V-t <Qx-re ugyancsak kiterjeszthetjük. 
Továbbá a
(p{rs) = <p(r) + (p(s), V(rs)=V(r)V(s) ( r .seQ .)  (III.10)
egyenletek teljesülnek. így tehát cp, illetve V QX-»G 
homomorfizmus.
Legyen G topologikus Abel-csoport, <p:Ox->G 
homomorfizmus. Azt mondjuk, hogy q> folytonos az 
l ( e Q J  pontban, ha rve O x, rv-»l (v-»oo) esetén
<p(rv)-> 0 (III.ll)
teljesül.
5. Lemma. Legyen G additív, zárt Abel-féle cso­
port, cp:QX-»G olyan homomorfizmus, amely az 1 
pontban folytonos. Ekkor cp értelmezési tartománya 
a
<p(a):= lim ip(rt) (aeRJ (III. 12)
rv-*a
r v Et f<
formulával kiterjeszthető egyértelműen IRx-re. Az így 
kapott cp:Ux->G leképezés folytonos homomorfiz­
mus, s így
<p(«ß) = <p(x) + <p(ß) (Vat,jSeR.) (III. 13)
teljesül.
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A lemma állításai elég kézenfekvőek. Legyen 
aelRx, r v -HX (rveQ x) tetszőleges sorozat. Mivel 
r j r ^  1 (v,/r-»oo), ezért </>(rv/r(I) = <p(rv)-<p(r„ ) ->0 
(v,/i ► go), [<p(rv)} tehát Cauchy-sorozat, s így kon­
vergens. Ezért a határérték a-val egyértelműen meg 
van határozva. A lemma további állításai innen 
közvetlenül adódnak. □
Wirsingnek a II. fejezetben idézett tételét multipli­
kativ alakban a következő lemmában fogalmazzuk 
meg.
6. Lemma. Legyen T =  {z e C||z| =  1} az egység­
kör, K:N -»T teljesen multiplikativ függvény, amelyre
áK(n) := K(n+l)K_1('i)->l(eT) (n-*oo) (III. 14)
Ekkor V(n) = n,T (relR.)
Ez a lemma a következő tétel bizonyításához 
alapvető jelentőségű.
2. Tétel. Legyen G additív, metrikusan kompakt 
Abel-csoport, <peAo(zl). Ekkor a (p (III.7)-tel definiált 
QX->G kiterjesztése folytonos az 1 pontban, követ­
kezésképpen a (III. 11) által definiált <p:IRx-»G kiter­
jesztés folytonos homomorfizmus.
Fordítva, ha <p:IRx—>G folytonos homomorfiz­
mus, akkor p N-re való leszűkítésére p  e A£(J) tel­
jesül.
Bizonyítás. A második állítás teljesen világos, 
csak az elsőt kell bizonyítanunk. Legyen cpeA£(A).
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Legyen továbbá x tetszőleges G->T folytonos ka­
rakter,
Ekkor ÖV(n)= V(n+ 1)F~ l(ri) =  x(A(p(nj)-*x(0) =  1 
(n-*ao). Mivel V teljesen multiplikativ, ezért a 6 . 
lemma miatt V(n) =  e\p(iz logn) (xeR).
Legyen {Nj/ M j} {N^Mj e N', Nj/M jE Qx) 1-hez 
konvergáló sorozat, Aj: =  (p(Nj)—(p(Mj). Mivel G 
metrikusan, ezért szekvenciálisán is kompakt, 
választható tehát konvergens {Aj^ részsorozat. 
Legyen Ah->B(EG) (/-»oo). Ekkor x(AjJ->x(B)- A 
6 . lemma miatt
Tehát x(ß)= 1 minden folytonos x karakterre, ezért 
B =  0(eG), és így (p:Gx-+G folytonos az 1 pontban.
Az 5. lemmából tételünk állítása azonnal követke­
z i k !
1. Megjegyzés. Ismeretes, hogy minden kompakt 
módon generált lokálisan kompakt G Abel-csoport 
topologikusan izomorf az R“ x Zb x F csoporttal, ahol 
a, b nemnegatív egészek, F kompakt ([7], 9.8. tétel, 
90. lap). Tegyük fel még, hogy G metrizálható. Előző 
tételünk ebben az esetben is igaz marad. Azt ugyanis 
az előbb említett G =  R“x Z l’x F  felbontási tétel 
miatt elég belátni a G =  R, Z, F esetekre. A G =  F 
esetre ezt most mutattuk meg, a G  =  i  eset Erdős 
klasszikus tétele, míg G = Z esetén a A(p(n)->0 csak 
<p(n) =  0 (Vn e  N) esetben teljesülhet.
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2. Megjegyzés. A G Abel-csoportot szolenoidnak 
nevezzük, ha létezik folytonos t:IR->G homomorfiz- 
mus G-be, úgy hogy a t(R) képhalmaz G-ben 
mindenütt sűrű. A v->ev leképezés IR —► (Rx topologi- 
kus izomorfizmus, ezért a szolenoid csoportok 
definíciójában ÍR helyett IRx-et mondhatunk. Ismere­
tes, hogy egy kompakt Abel-csoport akkor és csak 
akkor szolenoid, ha összefüggő, és számossága a 
kontinuumnál nem nagyobb (lásd [7] 25.18. tétel).
Tegyük fel, hogy G-re a 2. tételben vagy a 2. 
megjegyzésben tett feltételek teljesülnek. Legyen 
G folytonos homomorfizmus, H: =  cp(IRx) a 
képhalmaz. Ekkor a <p:IRx->H vagy topologikus 
izomorfizmus, vagy H (H a H lezártját jelöli) 
kompakt részcsoport G-ben (lásd [7], 9.1. tétel). így 
eléggé teljes jellemzését adhatjuk azoknak a halma­
zoknak, amelyek folytonos q>:IRx->G homomorfiz- 
mussal <p(Rx) képhalmazként előfordulhatnak.
Valamely (peAg(d) függvényre legyen KV =  </>(RX) 
lezártja. Az előbb mondottak szerint érvényes a 
következő tétel.
3. Tétel, (a) Legyen G metrikusan kompakt Abel- 
csoport, S részcsoport G-ben. Ekkor a Kv —S 
feltételt kielégítő <peA£(d) függvény létezésének 
szükséges és elégséges feltétele, hogy S kompakt, 
összefüggő és számossága legfeljebb kontinuum 
legyen.
(b) Legyen G metrizálható, kompakt módon 
generált, lokálisan kompakt Abel-csoport, S részcso-
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port G-ben. Ekkor a K^ =  S feltételt teljesítő 
epeAg(d) függvény akkor és csak akkor létezik, ha 
(a) S topologikusan izomorf (R-rel, vagy 
(ß) S kompakt, összefüggő, számossága legfeljebb 
kontinuum.
3. Megjegyzés. Legyen G topologikus Abel-cso- 
port, (p, ip e  A£. Tegyük fel, hogy
i/»(n+ 1) — (p(n)->0 (n->ao). (III. 15)
Ekkor
t/í(n) =  <p(n) (Vnel^J).
Ez majdnem nyilvánvaló. Legyen H(n): =  ip(n) — (p{rí). A 
ip(n + 1) — cp(n) =  — H( 2) +  i/>(2 n +  2) — (p(2n) =  
=  -  H(2) +  iA(2n + 2) -  <p(2n +  1) -  H(2n +  1) +  
+  ij/(2n + \) — (p(2n) formából kiindulva, (III. 15) segít­
ségével
H(2n+1) + //(2)->0 (n—oo) (III.16)
adódik. Legyen m páratlan. (III. 16) bal oldalába 
2 n + l  helyett (2n+l)m-et írva H((2n+\)m)-> 
-* — H( 2), s ez (III. 16)-tal együtt a H(m) =  0 
egyenlőséghez vezet. Tehát H(m) =  0 minden páratlan 
m-re. Ekkor (III. 16)miatt H(2) =  0. H e  A£ miatt H(n) 
=  0 (Vn e N), azaz állításunk igaz.
4.§. Nézzük most meg, hogyan általánosíthatjuk 
az előző két § eredményeit az AG(D) függvényosz­
tályra.
Legyen G metrikus kompakt Abel-csoport. Jelölje 
Nj a páratlan, N0 a páros természetes számok
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halmazát. Legyen epe AG. Legyen S(feJj) a {<p(n)} 
(ne Nß7 =  0,1) sorozat torlódási pontjainak, S (fel) a 
{(p(n)} (neN)  sorozat torlódási pontjainak a halmaza.
4. Tétel. Legyen <peAG(D). Ekkor S(feJ,) kompakt 
részcsoport G-ben, S(fel0)= y  +  S(feli) alkalmas y e G-  
vel. Létezik i//:Ux-*G  folytonos homomorfizmus úgy, 
hogy </>(«) =  i/r(n) (Vn e fel,). Az u(n) : =
: = (p(n) — ij/(n) függvény zérus az n e fel, halmazon, w(2) 
= u(2°) (a =  1,2,...). Ha u(2)eS(feJ,), akkor (2u(2): 
=)u(2) +  u(2) =  0 .
Forditva, legyen i/rMí -*G folytonos homomorfiz­
mus. Legyen ß e G. A ß e i//(G) esetben teljesüljön még 
2ß =  0 is. Legyen u e Ac  az
u(2”) = /t (a =1,2,...), 
u(n) =  0 (Vnef^,)
egyenletekkel definiálva. Ekkor a (p =  u + iß függvény 
AG(d)-hoz tartozik.
A tétel bizonyításához néhány segédtételre lesz 
szükségünk.
7. Lemma. Ha (peAc és
<p(m + 2) — <p(m)->0 (m-too.meM,), (III.17)
akkor q>(mrí) =  (p(m) +  <p(n) minden m,nefeJ, szám­
párra fennáll.
A lemma bizonyításához azt kell belátnunk, hogy
i-„: = <jHp“)- <Mp" ' ) - <p(p)= 0
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minden p e N t prímszámra teljesül. (III. 17) miatt
Em: = ip(p*m) — <p(p“m — 2p)-»0
Fm: =  (PÍP“ '"i) — ip(p*~'m — 2)-»0 (m -*oo,m eM |).
M ivei (m(m +  2),2p) =  1 esetén £„, = /* +  Fm, ezért 
La = O.D
Wirsing tétele igaz a következő változatban is.
8. Lemma. Legyen G =  T, T az egydimenziós 
tórusz, s a 7. lemma feltételei teljesüljenek. Ekkor <p(n) 
s t logn (mod 2n) (Vne j, és teR).
Ebből könnyen levezethető a következő állítás.
9. Lemma. Tegyük fel, hogy a 7. lemma feltételei 
fennállnak. Ekkor létezik olyan i^:R,-»G folytonos 
homomorfizmus, amelyre <p(n) =  \j/(ri) ('in e Nj).
A 9. lemmát ugyanúgy bizonyíthatjuk, mint az 5. 
lemmát. A bizonyítást elhagyjuk.
Ezen előkészületek után rátérünk tételünk bi­
zonyítására. Tegyük fel, hogy <p e AG(/I).
Jelölje S a {cp(n)} (neN)  sorozat torlódási 
pontjainak halmazát, azaz g e  S akkor teljesül, ha 
létezik nt < n 2< ■ ■ ■ (nveM) sorozat, amelyre 
(p(nv)->g. Legyen <p(nv + 1 )->g’. Mint azt az előző íj­
ban láttuk, g'-t a g meghatározza, értelmezhető tehát 
S-en az F.g-*g' függvény. Továbbá F(S) =  S is igaz.
Jelölje p(n), illetve P(n) az n e N egész legkisebb, 
illetve legnagyobb prímosztóját.
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Legyen k tetszőleges egész szám, és legyen
R =  {R ,< R 2< . . .}  (III.18)
a természetes számok egy részsorozata. Azt mondjuk, 
hogy R a P, halmazhoz tartozik, ha minden d e M 
esetén d osztója az Rv — k egészeknek, hacsak v (d-től 
függően) elég nagy, azaz, ha v>v0(K, d). Legyen 
Pt £  Pt azoknak a z f i e P t sorozatoknak a halmaza,
amelyekre lim(p(K„) is létezik.
n-+ oo
Tetszőleges (111.18) alakú sorozatra legyen
a(R): = lim tpiRv),
v —* 00
feltéve, hogy a jobb oldali határérték létezik.
Továbbá, tetszőleges (III. 18) alakú R sorozatra és k 
egészre jelölje R + k az {R, + k\ sorozat pozitív 
elemeinek a sorozatát, növekvő sorrendben rendezve 
azokat. Nyilvánvaló, hogy R + k e P k akkor és csak 
akkor teljesül, ha K e  P0. Továbbá, ha l<k,  R e  P,, 
akkor R +(k  — l )eP k. Ha l>k,  akkor a R e P, fel­
tételből csak R +(k  — l )eP k következik. Ebben az 
esetben csak annyit tudunk állítani, hogy az 
R + ( k  — l) sorozatból kiválasztható olyan részsoro­
zat, amely Pk-hoz tartozik.
Legyen
K.k: =  M R )|R ePk}. (III.19)
Nyilvánvaló, hogy
F[Kk] =  Kk+, (V/ceZ), (III.20)
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továbbá, hogy
(III.21)U K*2 S.
= — 00
Legyen g { e Kk, 02 e K, és /te { — 1,1}. Ekkor 
létezik R e Pk, S e P(, úgy hogy a(R )= g i , a(S) =  g2. 
Mivel /c e { —1,+ 1}, ezért p(R,)->cc (v-»oo). A 
{6 v}={^jv'S„} sorozatot a következő módon defi­
niáljuk. Legyen j0 =  0, j v> j v~i, s teljesüljön a 
p{R]v)>  P(SV) egyenlőtlenség. Világos, hogy (Rjv,Sv) =  
=  1, s így <p(Qv) = (p(Rjv) +  (p(Sv)->gl + g 2. Továbbá 
Qv = ki (mod d) minden d e N esetén, minden v >  v0(d) 
egészre, ezért {Qv} e azaz g { + g 2 e Kk(. Érvényes 
tehát az alábbi lemma.
10. Lemma. Minden / egészre
K., +  K ,sK ,. (III.22)
K_, + K(s K _ (. (III.23)
(111.22) miatt K , + K , £  K.,, azaz K , félcsoport G- 
ben. Nyilvánvaló, hogy zárt. Mivel K , zárt, ezért 
kompakt is. tehát kompakt félcsoport G-ben, s 
ezért az előző §-ban idézett tétel miatt K k csoport.
11. Lemma. Legyen k e N.  Ekkor
Kk = K ,+</>(*:), K _4 = K , + <p(fc). (II 1.24)
A (III.24) alatti első relációt bizonyítjuk csak be, a 
második bizonyítása hasonlóan történhet.
Legyen t e K k, R e P k, a(R) =  t. Legyen {Sv}: =
: =  {Rjv — k} olyan részsorozata az {Rv — k} sorozat­
nak, amelyre {Sv} e P0. Ekkor Rjv és Sv a
Rjv = k[Av+ 1], S, = kA,
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alakban írható. Mivel {/ lv} e P 0, ezért (A v +  1 ,k) =  1 
minden elég nagy v-re, így cp(Av+  1) =  (p(RjJ— (p(k), 
ahonnan ip(Av + \)-*r — cp(k)eKi következik. Belát­
tuk ezzel, hogy Kk —<p(/c)£K,, Ktc K ,  +  (p(k).
Legyen most peK „ R e  P,, a(R)= p. Az {Sv}: =  
:= {k R v} sorozat P^-hoz tartozik, (k,Rv) = \ ,  ha v 
elég nagy, ezért lim <p(Sv) = <p(/c) +  lim </>(Rv) =
= (p(k) +  peKk.
Tehát K,+(p(/c)EK.k is fennáll. Érvényes tehát a 
(III.24) alatti első egyenlöség.D
Legyen F(1) = F, Fk =  F ° Fk“', az F k-adik iterált- 
ja.
12. Lemma. Ha g e K 2> akkor
F(g)+F\g)=F*(g+F\gj). (III.25)
Induljunk ki az n(n +  3) + 2 = (n +  l)(/i + 2) azo­
nosságból. Ha (n,3) =  1, akkor (n,n -I- 3) =  1, továbbá 
(n + l,n +  2) =  1 minden n e N esetén fennáll. Legyen 
{nv} e P _2 úgy választva, hogy a({nv}) =  g e  K 2 
teljesüljön. Ekkor 3/j'nv minden elég nagy v-re, ezért 
<p(nv(nv +  3)) = <p(nv) +  <p(nv + 3), <p((nv +  1 )(nv + 2)) =  
= <p(nv +  l) +  (p(nv + 2). Mivel (p(nv +k)->Fk(g) (k =  
= 0,1,2,3), ezért (III.25) azonnal következik.□
13. Lemma.
F 2(0) = 0, (III.26)
Oe K_,. (III.27)
Mivel OeKp ezért létezik olyan R e  P,, amelyre 
a(R) =  0. Legyen {RJv — 3} az {Fv — 3} sorozat olyan
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ritkítása, amelyre lim (p(Rjv — 3){ =  r]) létezik. Mivel 
{Rjv — 3} e P 2, ezért ^eK 2, és F3( )^ =  0. Alkalmaz­
zuk (III.25)-öt g = g választással. F(rj) =  0 adódik. 
Mivel F(r])e K „ ezért 0 e K _ , .  Továbbá, 0 = 
=  F3(,,) =  F2(F(,,)) =  F2(0).D
14. Lemma.
K _, = K,. (III.28)
A (III.23) formulát /=  1 választással alkalmazva, 
K ,  + K. j  s  K j  következik. Mivel 0 e K , ,  ezért 
K , c K ,. Legyen most / = — 1. Ekkor (III.23)-ból: 
K. , +  K _ , c K ,  Mivel 0 eK_ „ ez ér t  K . j C ^ ' D
Mivel F2(K,)=K, + 2 minden / egészre igaz, ezért 
^ 2n+i = K 1; hacsak n e N .  (III.24) miatt 
cp(2n +  1) e K,. Ezért S(M, )cK, .  A 3  reláció tel­
jesülése nyilvánvaló. így
S(M ,)=K,. (III.29)
Mivel F(K J = Km+1, ezért K2 =  K2n(neN),  s 
(III.24) miatt q > (2 n )~  <p(2) e Kj (Vn e N), és így 
<p(2;)-<p(2) e K,  (a= 1,2,. ..).
Érvényes tehát a következő formula:
Í K, rK 2) ha q>( 2)éK,;
| K, ,  ha q>( 2 ) e K, .
15. Lemma. Ha g e K j ,  akkor
F(g) = y + F( 0). (111.30)
Ha h e  K 2, akkor
F2(h) = h + C, (III.31)
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ahol
C = <p(4) — 2<p(2) + F(0). (II 1.32)
Legyen M e P  1, a(M) = — <p(fc). Ekkor
(k,Mv) =  1, (p(kM v)—>0, <p(kMv + k)-+Fk(0) =  F(0). 
Továbbá (kMv+ l ) = l ,  ezért <p(kMv +  k) =  (p(k) + 
+ (p(Mv+  1), q>(Mv+ 1)->F( — (/>(/c)). Innen
F(-<pW )= - V(k) + F(0) (III.33)
következik.
A továbbiakban felhasználjuk azt az egyszerűen 
bizonyítható tényt, hogy F:S->S folytonos függvény.
Mivel { — (p(k)\k e N ,} mindenütt sűrű K^-ben, és 
F folytonos, ezért (III.30) a (III.33) formulából 
következik.
Legyen most h = (p(2) — <p(k), k és Aí maradjanak 
változatlanok. Ekkor (p(2Mv) >^ — cp(k) +  (p(2) =  h. 
Mivel 22|(2Mv + 2), 23^ (2M v +  2), ezért
s így
Mivel — (pj/cjeKj, (III.30) miatt F( — </>(k)) =  — (p(k) + 
+ F(0), s így F2(h) = h +  C, a (III.32) formulával 
definiált C-vel. Mivel { — (p(k)\k e N j} mindenütt 
sűrű K,-ben, ezért (</>(2) — </>(/c)|A:e fdx} mindenütt 
sűrű K2-ben, F2 folytonossága miatt (III.31) azonnal 
következik. □
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16. Lemma. Érvényesek a
lim Atp(m)—F(0),me i (III.34)
lim A2(p{m) = C,
meN o
(111.35)
lim A2cp(m) = 0,me i (III.36)
C = 0 (III.37)
formulák.
Tegyük fel, hogy (III.34) nem igaz. Ekkor alkal­
mas {2nv+ l }  (nl < n 2 <  . . nve N )  részsorozatra 
<p(2nv +  2)-cp(2nv + l)-»<5, (5/F(0). Egy alkalmas 
ritkításra {(p(2nJv+ l ) }  konvergens, (p(2nJv +  l)->a 
(a e  K t), és F(a) =  a +  á. (111.30) miatt ez lehetetlen. 
(III.34) tehát igaz. (III.35) bizonyítása hasonló, ezért 
elhagyjuk.
Mivel A2(p{2n— 1) — A2(p(4n — 2) +  A2(p(4n), ezért 
(II 1.35) felhasználásával
A2<p(2n-l)->2C (III.38)
következik. Továbbá
Atp(2n + l)—A<p(2n — l) = A2<p(2n)-A2<p(2n- 1),
és (III.34), (III.35) miatt 0 =  F (0)-F (0) =  C - 2 C ,  
azaz (III.37) adódik. (III.38)-ből (III.36) azonnal 
következik. □
Innen tételünk gyorsan következik. Tudjuk, hogy 
A2(p(2n— l)->0, a 7. lemma feltétele fennáll. A 9. 
lemma szerint létezik olyan \j/:M.x-*G  folytonos
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homomorfizmus, amelyre (p (n ) =  il/(n ) ( V n e N j ) .  Le­
gyen u ( n ) : =  <p(n) —  >p(n). Ekkor ue  A0, u(n) =  0 
(Vne ^Jx). Mivel ip folytonos, ezért ij/(n  k) — i/dn) =
—►() (n-+oo), minden rögzített k - r a .
\ n)
(111.34) miatt u(2n +  2)->F(0)(n-K»), s ezért 
u(2) = u(20,) =  F(0) (oc =  1 ,2 ,...). Ha még F(0) e K , is 
teljesül, akkor (III.34) kétszer is alkalmazható, F 2(g) 
= F(F(g)) =  F(g + F(0)) =  ^  +  2F(0) következik. g =  0 
választással innen, F2(0) =  0 miatt, 2F(0) =  0 követ­
kezik.
Bebizonyítottuk ezzel tételünk első felét. A máso­
dik állítás nyilvánvaló. ■
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